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El método de los elementos finitos, es un proceshitoi basado en técnicas
computacionales, que puede ser usado para anaarcturas y diferentes sistemas
continuos. Es un método numeérico versatil, y quarapliamente aplicado para resolver
problemas que cubren casi todo el espectro desanafigenieriles. Sus aplicaciones
comunes, incluyen el comportamiento de sistema#iess, dinAmicos y térmicos. Los
avances en el hardware, han facilitado y aumeritadbiciencia del software de elementos
finitos, para la solucion de sistemas complejos iggenieria sobre computadores
personales.

Los resultados obtenidos con el analisis de elamsédimitos, son raramen&xactos Sin
embargo, una solucion adecuada puede ser obtesiida, usa un modelo apropiado de
elementos finitos.

Si el objetivo del ingeniero, es el desarrollo ddigo de elementos finitos, entonces una
profunda comprension de la teoria de elemento®méires esencial. Si el objetivo, es el uso
del codigo de elementos finitos, entonces para@isas es necesario tener:

1. Basica comprension de los conceptos fundanssnti@l método de los elementos finitos
2. Practica --- incluyendo el conocimiento de tapacidades y limitaciones --- en el

programa computacional que va a ser usado

El documento presenta algunos conceptos basicés @®ria de elementos finitos. Esta
discusion ayuda a entender como funciona el céd@tos elementos finitos y como se
debe ser usado. Se trataran conceptos, refererteslicacion del método en solidos
mecanicos.

Descripcion General del método de los Elementos Kios y pasos para el
analisis de Elementos Finitos

Calcular las deformaciones, tensiones y esfuerzms, métodos clasicos de analisis, se
logra a través de la solucion manual de sus eaoesjg/ sus condiciones de frontera. El
uso de métodos clasicos, es probablemente la fiogjoa de analizar estructuras simples;
no obstante, su uso es poco aconsejable cuandstezha es complejo. En estos casos la
mejor alternativa, es usualmente una solucion afgeoon el método de los elementos
finitos.

La primera diferencia entre los métodos clasictussyelementos finitos son la forma der

la estructura y el consiguiente procedimiento decsdn. Los métodos clasicos consideran
la estructura como contindo, cuyo comportamiento gedernado por ecuaciones
diferenciales parciales o ordinarias. EI métod@l@enentos finitos considera la estructura
como el ensamble de un namero finito de particpépuefias. EI comportamiento de las
particulas, y de toda la estructura, es obteniddapformulacién de un sistema algebraico
de ecuaciones que puede ser solucionado por medim @omputador. Las particulas de



tamanfo finito, son llamadadementos finitasLos puntos donde los elementos finitos son
interconectados, son conocidos conumlos y el procedimiento de seleccion de nodos es
llamadodiscretizaciono modelizacionver Figura 1.

Figura 1 Tanque cilindrico modelado con elementos finitos

Normalmente, el andlisis de elementos finitos ined siete pasos. Pasos 1,245y 7
requieren decisiones realizadas por el usuariprdgirama de elementos finitos. El resto de
los pasos son realizados automaticamente por gfgora de computadora.

Pasos para el Analisis de Elementos Finitos:

1. Discretizacion o modelado de la estructurala estructura es dividida en una cantidad
finita de elementos, con ayuda depreprocesadarEste paso es uno de los mas cruciales
para obtener una solucién exacta del problemastieferma, determinar el tamafio o la

cantidad de elementos en cierta area o volumereldaiento a analizar representa una
ventaja del método, pero a la vez implica que ghtis debe estar muy conciente de esto
para no generar calculos innecesarios o solucieméseas.

2. Definir las propiedades del elemento:En este paso el usuario debe definir las
propiedades del elemento.

3. Ensamblar las matrices de rigidez de los elementofa matriz de rigidez de un
elemento, consiste de coeficientes los cuales puselederivados del equilibrio, residuos
ponderados 0 métodos de energia. La matriz deedgakl elemento se refiere a los
desplazamientos nodales al ser aplicadas fuerziss arodos (K*F = U). El ensamble de
las matrices de rigidez, implica la aplicacion dqaikbrio para toda la estructura.



4. Aplicacion de las cargas Fuerzas externas concentradas o fuerzas unifogmes
momentos son especificados en este paso.

5. Definir las condiciones de frontera Las condiciones de apoyo deben ser dadas, por
ejemplo, si el desplazamiento de ciertos nodosoesado. Usando los elementos de la
frontera se pueden determinar las reacciones emi8ysos.

6. Solucionar el sistema de ecuaciones algebraicasdales La secuencial aplicacion de
los pasos descritos, conduce a un sistema de eneaclgebraicas simultaneas, donde los
desplazamientos nodales son desconocidos.

7. Calcular los esfuerzos El usuario puede entonces calcular los esfuersagciones,
deformaciones u otra informacion relevantep&dt-procesadoayuda a visualizar la salida
en forma grafica.

2. FUNDAMENTOS DE LA MODELIZACION DE ELEMENTOS
FINITOS.

2.1 Consideraciones del modelado

El objetivo del analisis por medio del método de édementos finitos, es determinar de
forma precisa la respuesta de un sistema modeladara cantidad finita de elementos y
sujeto a unas cargas determinadas. En la generdeidm modelo por elementos finitos,
siempre se tiene presente que se esta desarrollanmodelo el cual es una idealizacion de
un sistema fisico real. Con muy pocas excepciccw@sp el del andlisis estatico de vigas
simples, marcos y sistemas de membranas, el mé@dbementos finitos no genera una
solucion ‘exacta’. Sin embargo, con un modelo addouse puede obtener una solucion
precisa. Cuando la formulacién analitica de un lerob es dificil de desarrollar, FEM
(Finite Element Method) provee uno de los mas éalohétodos para atacar el problema.

En la creacion de un modelo FEM, se debe esformarlg precision y la eficiencia
computacional. En la mayoria de los casos, el esondmodelo complejo y muy refinado
no es justificable, aunque este probablemente gemaryor exactitud computacional a
expensas de un innecesario incremento en el tiedepgrocesamiento. El tipo y la
complejidad del modelo dependen sobre todo deldgoesultados requeridos. Como regla
general, un modelo de elementos finitos puede eanpean un modelo simple. Los
resultados de este modelo sencillo, combinadosaccomprension del comportamiento del
sistema, puede ayudar a decidir si es necesamarefl modelo y en que parte del mismo.



2.2 Tipos de Elementos Finitos

Esta seccion describe muchas caracteristicas sdibrges de los elementos mas utilizados;
denominadogruss, beam, plane stress, plane strain, axisymometrembrane, plate, shell,
solid ¢ brick, tetrahedral, hexahedral, boundaryggp Los programas comerciales de
elementos finitos poseen una gran cantidad de etesen sus librerias. Sin embargo, la
mayoria de las estructuras y aplicaciones mecanipasden ser solucionadas con los
elementos basicos ya mencionados.

Dependiendo la dimension, los elementos basicoguséen dividir en tres categorias:
elemento ddinea areay volumen Truss, beam y los elementos de restriccion, son d
linea. Plane stress, plain strain, axisymmetricmbrane, plate y shell son elementos de
area. Solid 0 brick, tetrahedral y hexahedral dementos de volumen. Los criterios para
la seleccion del elemento apropiado para cadasaphic se veran mas adelante.

Elementos ‘Truss’

El elemento truss, es un elemento caracterizaddcdmsnte por que solo puede
comportarse como un miembro sometido a dos fuefgassabe por tanto que estas cargas
deben estar dirigidas a lo largo del eje longitatidel elemento).

Una estructura los elementos se pueden modelar aaoretementos Truss si cumplen estos
tres requerimientos:

a. Su longitud es mucho mayor que su alto o anching@ y 10 veces);

b. Esta es conectada con el resto de la estructumapasadores que no transfieren
momentos.; y

c. Las cargas externas solo son aplicadas en eneatde los elementos, y son paralelas al
mismo (Carga Axial).

Los elementos Truss solo pueden ser sometidog@dnao compresion. De esta forma, la
Unica propiedad de la seccion que se debe especdg el area axial del elemento. La
figura 2.2.1 muestra la geometria y las fuerzasalesden un elemento truss tridimencional.
Como se muestra en la figura, un elemento trusmensional posee tres grados de
libertad por nodo, esto es tres desplazamienta® $ob ejes globales X, Yy Z.



Figura 2.2.1 Elemento Truss tridimencional

Elementos ‘Beam’

El elemento Beam, es probablemente el mas usadondslde sus aplicaciones obvias en
estructuras, muchos otros sistemas, como unionasnicas, sistemas de conductos,
tuberias y vigas en puentes pueden ser modeladad etemento ‘beam’.

Para miembros estructurales para ser modeladoselmmentos ‘Beam’, una de sus
dimensiones debe ser mucho mayor, por lo menoed€svmas grande que las otras dos.
Contrario al elemento truss, el elemento beam pestie sometido a cargas transversales
y/o momentos flectores en
adicion a la traccion y
compresion. La geometria y
los

desplazamientos/rotaciéon
son mostrados en la figura
2.2.2. Note que el elemento
beam tridimensional posee
seis grados de libertad por
nodo, esto es, tres
desplazamientos 'y tres
rotaciones sobre los ejes
globales X, Yy Z.

Figura 2.2.2 Elemento beam tridimencional.



Los perfiles comunes de elementos beam, son ladsetcseccion en T, caja, circular y
canales. Dentro de las propiedades de la secognleBe especificar el area axial, la
resistencia a la torsion y el momento de inercia.

Elementos Elasticos bidimensionales

Hay tres tipos de elementos bidimencionales:

1. Plane Stress Elements (Esfuerzo plano)

2. Plane Strain Elements (Deformacion plana)

3. Axisymmetric Elements (Elementos Axisimeétricos )

Elementos sometidos a Esfuerzo Plano y Deformacion
Unitaria Plana

La explicacion sobre la diferencia entre los catogsfuerzo plano y deformacion unitaria
plana ya fue definida en el primer capitulo dekour

Para el caso de analisis plano existen principaiendos tipos de elementos: Triangular y
Cuadrilatero. Dependiendo el tipo del tipo de ezfnial que esta sometido el elemento,
este se debe modelar como esfuerzo plano o defanmawitaria plana.

Figura 2.2.3 Elemento bidimensional en esfuerzo plano: (a) Tgidar; (b) Cuadrilatero.

Como regla, se prefieren los elementos cuadrilaterdos triangulares por razones de
isotropia geomeétrica. Sin embargo, se sugiere eldeselementos triangulares cuando se
presentan irregularidades en la geometria del elere modelar, como se muestra en la
figura 2.2.4.
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Figura 2.2.4 Elementos cuadrilateros y triangulares.

Elementos Axisimetricos

Tanques de acero y concreto, rotores, conchasrambge contenedores son algunos
ejemplos representativos de estructuras axisinaétribe forma similar a las estructuras
tridimensionales que estan bajo condicion de easfugtano o deformacion plana, las

estructuras axisimeétricas sometidas a cargas atsoas, pueden ser analizadas en un
modelo bidimensional. Para analizar una estru@uisimétrica, como un cilindro de pared

delgada t, sujeta a una presion constante p, etlmas la interseccion del cilindro con el

plano YZ como se muestra en la figura 2.2.5.

La carga p, es aplicada al modelo de elemento®ginitomo se muestra en la figura
2.2.5(b). Cuadrilateros y triangulos axisimétriggsseen dos grados de libertad en cada
nodo, figuras. 3.2.5(c) y (d).

Figura 2.2.5 (a) Cilindro bajo presion interna; (b) Modelo Axisétrico; (c) Elemento
Cuadrilatero; (d) Elemento Triangulart.



Soélidos elasticos tridimensionales 6 elementos ‘BK’

Los elementos sélidos son elementos tridimencignalen tres grados de libertad
translacional por nodo, ver figura 2.2.6. Los nodos usualmente introducidos en la
interseccion de los tres planos, o el mitad dentarseccion de dos planos Un elemento
brick de 8 nodos, con sus respectivos grados ddadith se puede apreciar en la figura 3.2.6.

Figura 2.2.6 Elemento brick y sus grados de libertad por nodad8os).

El elemento brick puede proveer informacion aceleda variacion tridimensional de los
esfuerzos y deformaciones del elemento.

Elementos ‘Tetrahedral’ and ‘Hexahedral’

Asi como los elementos brick, los elementos ‘tetdadl’ y ‘hexahedral’ pueden ser usados
para modelar estructuras tridimensionales. Eladt@puede ser visto como un triangulo
en tercera dimension, como se ve en a figura 2miéntras que el hexaedro puede ser
visto como un cuadrilatero extendido en la tercBnaension. Se puede apreciar entonces
gue el hexaedro tiene la misma geometria del elenfgitk de 8 nodos. La diferenta entre
estos dos, es la formulacion y
U, precision computacional. Por lo
general los elementos tetraedro
y el hexaedro poseen solo tres
grados de libertad por nodo, y la
precision de estos elementos se
puede incrementar colocando
nodos en la mitad de los lados.

Figura2.2.7 (a) Tetraedro de 4
nodos; (b) tetraedro de 10
nodos.




2.3 Seleccion del tipo de Elementos

Antes de seleccionar el tipo de elemento para éleioade una estructura, se debe primero
dibujar un bosquejo del sistema fisico indicandogeametria, condiciones de frontera,

cargas y discontinuidades geométricas o de mat&iidilosquejo debe ademas incluir un

sistema de coordenadas globales y las dimensi@nksestructura.

Después, se debe examinar si el modelo puededkaride, o simplificado. Esfuerzo plano,
deformacién plana y modelos axisimétricos, permiian reduccion de problemas
tridimensionales a bidimensionales. Ademas la paede planos de simetria permite
modelar s6lo una parte de la estructura. El usopémio de la simetria en modelos
estaticos ya fue discutido.

El bosquejo de un sistema fisico, puede ayudaa seléccion del elemento apropiado. Por
ejemplo, para modelar cargas transversales o axéaleelementos mecanicos, eléctricos y
estructuras civiles, se pueden usar elementos betanss. Elementos de esfuerzos planos
son apropiados para modelar en el plano de acplanas y vigas cortas. Elementos de
deformacién plana son usualmente utilizados pardetao paredes de contencion y largos
diques. Los elementos axisimétricos son usados paodelar estructuras que son

rotacionalmente simétricas sobre uno de los e@gado simétrica o antisimétricamente
sobre el mismo eje, como los cilindros sometidpeeaion interna.

La seleccion del tipo de elemento o elementos @mbiepende del tipo de resultados
esperados. Por ejemplo el cilindro mostrado enidard 2.3.1. con los extremos
empotrados y sujeto a una carga puntual, puedesdlado de diferentes formas:

a. Un modelo de viga puede ser usado su se estadatltbh en una aproximacion de la
deflexién del elemento.

b. Un modelo usando elementos shell/plate puedeissdo si el objetivo es obtener un
calculo de los esfuerzos.
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Figura 2.3.1 (a) Cilindro con extremos empotrados y carga pualcén la mitad; (b)
Modelo de viga; (c) Modelo con elementos Platelshel



Ciertos problemas pueden ser solucionados con mas tipo de analisis. Por ejemplo, el
cilindro bajo presion interna mostrado en la figRra.2 puede ser analizado de tres formas
diferentes:

a. Un problema de deformacion plana. En este caggdanetria del modelo consiste en
una seccioén circular obtenida por la intersecciéncdindro con el plano YZ. Por el uso de

elementos de deformacidon plana, se pueden obteseltados que son validos para una
seccion del cilindro que esta lejos de los extreempotrados.

b. Un problema axisimétrico. El modelo usando eldo®axisimétricos, es mostrado en la
figura 2.2.5. En este modelo todos los nodos slalsreados AB y CD estan restringidos, y

la presion p es aplicada en el lado AC. Las defoionas y esfuerzos obtenidos del analisis
del modelo axisimétrico es valido para toda lauestira. Note que se puede analizar el
cilindro con este modelo, por que la carga tambgaxisimétrica.

c. Una estructura tridimencional. El
ciindro es modelado wusand N Y
elementos plate como se muestra /
la figura 2.3.1 (c). Este modelo es 7
mas elaborado pero menos eficien 11111 1111
puede ser una opcion, si las carg P
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no fueran axisimétricas.
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Figura 2.3.2 Cilindro bajo presion
interna.
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2.4 Patrones en el modelado

Crear un modelo apropiado es el paso mas crucial analisis por medio de elementos

finitos. El objetivo es desarrollar el patron dedo® mas apropiado, que genere una
cantidad suficiente de elementos y obtener resedtath derrochar interpretacion de datos
y tiempo de calculo. El modelo debe ser siempradimen un conocimiento conceptual del
sistema fisico y un juicio anticipado de del com@miento de la estructura. Junto a la
comprension del comportamiento del sistema, elistaatlebe hacer un esfuerzo para
comprender los conceptos pertinentes de la te@itg elementos finitos. Fallar en el

proceso implicaria obtener resultados sin sentido.

La siguiente lista de parametros, acumulados dexlgeriencia y seleccionados de
diferentes fuentes, puede ser usada para desarmtldelos adecuados para sistemas
estaticos o dinAmicos. Debe notar que estas redaniemes no aplican en todos los casos.
Ninguna lista de parametros puede sustituir el deolos conocimientos y juicios
ingenieriles.



Recomendaciones Generales:

1. Defina los nodos sobre o cerca a los puntos deaafn de cargas, dixcontinuidades
geomeétricas, soportes y todas aquellas regionegegueeran informacién acerca de los
esfuerzos o desplazamientos.

2. Una malla de elementos finitos debe
uniforme donde sea practico. Sin embrago, la
uniformidad es requerida para obtener resulta
apropiados en cambios bruscos de la geometr
carga. Solo estas partes, donde la geometria
cargas o los esfuerzos, cambian dramaticaments
debe refinar la malla, ver figura 2.4.1

Figura 2.4.1 Placa con concentrador de esfuerza

3. Prefiera el uso de cuadrilateros, elmentos soli#o6 lados y hexagonos, excepto donde
los elementos triangulares y tetraedros son neossgara acomodar irregularidades
geomeétricas y cargas.

4. Una malla mas refinada es requerida para obteoer mrecision esfuerzos y
desplazamientos. Si es necesario realizar un estigdconvergencia, por ejemplo, empiece
con un numero relativamente pequefio de elemenfm®gresivamente genere modelos
mas refinados. La figure 2.4.2 muestra el procegtitoi con dos modelos de esfuerzo plano
en una viga corta en cantilever modelada en ebptah

i
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Figure3.4.2 Modelo de 4 y 6 elementos de una viga corta erileget.

Proporcion

La proporcion de los elementos es definida poelacion entre la dimensién mas grande y
mas pequefia del elemento. La figura 2.4.3 mueatreohfiguracion de tres elementos

bidimensionales clasificados en ‘buenos’, ‘pobresilegales’. Los buenos elementos se
caracterizan por que su proporcion es cercanaaidiad y los angulos estan cerca a los 90



grados. Lo elementos pobres deben ser
evitados, pues estos pueden generar
resultados inexactos. Los elementos
ilegales son inaceptables, y no deben
ser usados para modelos de elementos
finitos. Cuando elementos ilegales son
dibujados inadvertidamente, estos
generan modelos de elementos finitos
{b) invalidos. Muchos post-procesadores de
programas de elementos finitos
comerciales, permiten la identificacion
de éstos errores.

Figura 2.4.3 Elementos (a) Buenos; (b)
Pobres; (c) llegales.

(=)

5. Si el campo de esfuerzos tiene similar gradiemietoglas las direcciones, trate de
mantener la proporcion en 1.Elementos con altaguoign pueden ser invalidos, ver figura
2.4.4 (a). Sin embargo, los elementos catalogaolo® @obres, pueden ser utilizados en el
analisis de regiones de la estructura donde eliegedde esfuerzos varia gradualmente
sobre una gran dimension de los elementos. Loseal@® ilegales, deber ser siempre
despreciados.
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Figure 3.4.4 (a) Proporcion muy alta; (b) Proporcion en un rangoceptable.

7. Para regiones con pequefias variaciones de esfueiz@ctor de proporcion puede ser

alto, de 40 a 1, y aun asi obtener buenos resslt&lo embargo, como regla general, se
recomienda mantener el factor de proporcién detb@j@0 para andlisis de deformacién, y

bajo 3 para andlisis de esfuerzo, ver figura 2d)4Se puede notar que en el andlisis de
deformacion, el énfasis se da en la precision paliaular los desplazamientos de cada uno
de los nodos, mientras que en el andlisis de esfsiese esta interesado en la precision del
calculo de ambos, esfuerzos y desplazamientos.

8. Los cambios repentinos en el tamafio de los obgebs ser evitado. Cuando el uso de
elementos de diferentes tamafos es necesariojakiore de dimension de los objetos
adyacentes debe ser menor a dos.



Elementos Asimétricos

Asimetriaes definida como la variacion del angulo del eértiel elemento, desde 60° para
triangulos, y desde 90° para cuadrilateros. Note dps de los elementos “pobres” en la
figura 3.4.3(b), pueden ser caracterizados cOMo&ETCos.

9. Para elementos triangulares, evite angulos aguum®ores a 30°, y para elementos
cuadrilateros, evite angulos obtusos mayores q,12€° Figura 3.4.3(b). Como regla
general, Como regla general, el uso de asimetriacegtable cuando se esta interesado
principalmente en los desplazamientos. Sin embaidos esfuerzos deben ser calculados
con precision, entonces el modelo debe tener nasioretria.

Discontinuidades Geométricas

10. Agujeros, grietas y cambios localizados de la g#dm pueden ser caracterizados
como discontinuidades geométricas. EI modelamielegtodiscontinuidades geomeétricas,
depende del interés en la precision del célculdadedeformaciones y esfuerzos en la
proximidad de la discontinuidad. Si no esta int@tdesen las deformaciones y esfuerzos en
la discontinuidad, se puede usar modelo globalde la estructura que posea una malla
“gruesa” alrededor de la discontinuidad. Si el tbeobtener las respuesta cerca de la
discontinuidad, uéMmodelo localpuede ser usado. Contrario al modelo global, elaim
local, usa una malla refinada en las proximidadek dliscontinuidad.

Hay dos aproximaciones basicas para modelar agyjgretas y entalles:

a. El primero, involucra el uso de un modelo locah eina malla refinada alrededor de la
discontinuidad. Este método, usualmente requiesennalla detallada que pueda modelar
de forma precisa la region alrededor de la disoaidad.

b. Si el factor concentrador de esfuerzo K se condeela bibliografia o datos
experimentales, un modelo preliminar que calcule esfuerzo alrededor de la
discontinuidad, puede ser usado.

Cuando hay un cambio drastico en la geometriajisdgpusar una malla mas refinada en la
region donde los cambios se localizan, ver Figudal3 También, se pueden combinar

diferentes tipos de elementos en la misma mod@&izatanto elementos unidimensionales,

con bidimensionales, asi con tridimensionales.

Discontinuidad de los Materiales

11. Cambios abruptos en las propiedades del matgueden ser modelados como se
plantea para las “discontinuidades geométricast, €s, con la ayuda de modelos globales
y locales.



12. Para materiales isotropicos, la relacién de Poisso debe ser cercana a 0.5. Ademas,
para una relacion de Poisson cercana cero, lacastupuede perder al menos toda su
rigidez, y como consecuencia los resultados pusdearréneos.

13. Para materiales anisotropicos, el limite tedriedadrelacion de Poisson y el modulo de
Young, a lo largo de la direccion especificada,edsbr verificada con el fin de evitar
soluciones indecuadas.

Cambios Abruptos de la Rigidez

14. Evitar modelos con elementos que tengan difersndéarigidez mayores a “10La
relacion de rigidez maximo/minimo son usualmentigtos en la salida numeérica de los
software comerciales. Grandes variaciones de ugele el modelo, puede conducir a
singularidades y matrices auto-condicionadas, qupueden ser numeéricamente resueltas
por el procesador. Estas grandes variaciones ggid@z, pueden ocurrir en modelos que
contienen muy pequefios y muy grandes elementos.

Cambios Abruptos en las Cargas

15. Una malla refinada puede ser usada en las proadeslde un cambio abrupto de la
carga, con el fin de capturar las variaciones fleeexo cerca de la carga. Este refinamiento
de la malla, se puede ver en la Figura 3.4.5.
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Figura 3.4.5 Malla en las proximidades de las cargas puntuajes Gruesa; (b) Refinada.



