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Concentos de Mecanica de los Solidos

Se mostrardn en este gounte dguncs conceptos basicos de mecanica de los Dlidos. En
primer lugar describiremos estados planos de tensiones y deformaciones, luego se detal ardn
los conceptos de trabajo y energia de deformacion y finamente se dardn algunas nociones de
cdculo variadond y se describiran |os principios variacionales més usuales paralaresolucion
de problemas estructurales.

1 ESTADOSPLANOSDE TENSIONESY DEFORMACIONES

Los conceptos fundamentales, definiciones y ecuadones usadas en €l andlisis de tensiones
y deformaciones « tratan especificamente en la disciplina llamada teoria de la elasticidad
Estos fundamentos ©on wsados para resolver problemas de tensiones por métodos clasicos 6
analiticos y también por e método e dementos finitos. Por simplicidad solo abordaremos
problemas en dcs dimensiones y en coordenadas cartesianas. Un tratamiento més detallado y
generali zado piede encontrarse en los libros clasicos de teoriade la dasticidad .

1.1 Deformacionesy desplazamientos.

Las relaciones entre deformadones y desplazamientos n uningrediente dave e la
formuladdn ce dementos finitos para problemas de andlisis de tensiones. Analizaremos en €
caso particular, muy usual en estructuras civiles, de las deformadones de auerpos metidos a
desplazamientos muy pequefics.

Consideremos una barra de longitud |y que es smetida aun estiramiento unforme Al en su
extremo hasta dcanzar unalongitud s .

\

\
=

Figura 1. Deformaddn longitudinal de unabarra.

La deformadon longitudina € de la barra e definida como e cociente entre d
estiramiento y lalongitud aiginal, esto es



2 Conceptos de Mecanicade los Sdlidos

At =l @

En general una barra puede estar sometida a estiramientos variables a lo largo de su
longitud. Luego es conveniente definir la deformacion a nivel infinitesimal considerando un
segmento dferencial de barra dx como se muestra en la figura 2. Si [lamamos u(x) al
desplazamiento en la direccion longitudinal de un purio en la posicion x, entonces un puro
situado a una distancia dx sufriraun desplazamiento u+du.

dx u+ du

Figura 2. Deformaadon longitudinal de un segmento diferencial de barra.

Debido a los desplazamientos de sus extremos e segmento de barra dx se estira una
cantidad A(dx). Por ladefinicion de deformadon longitudinal, € es el cociente de la variadon
de longitud respedo alalongitud aiginal, pa lo tanto:

Adx
e=" )
Analizandolafigura 2 tenemos
u+dx+Adx =dx+u+du 3
resultando
Adx = du 4
Substituyendoen la ecuadén (2) resulta
du
= ®)

Luego, esta expresion ncs dice que la deformadon longitudinal de un segmento de barra dx
debe ser igual aladerivada del desplazamiento en ladirecadn longitudinal respecto de x.

Este ooncepto se puede extender a dos dimensiones § consideramos un elemento de &ea
diferencia delados dx, dy sometido a un estiramiento uniforme u en ladirecaon x (Figura 3).
En este cao la deformadon longitudinal en ladireccion x se define mmo

Adx
g, =—— (6)
o dx
Analizandolafigura 3 tenemos un resultado simil ar a anterior, esto es
Adx = du )
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VA t

dv EE
dx 4{

dv
dx + Adx

rrry

>X

Figura 3. Deformadon longitudinal de un elemento dferencial de area

Pero ahora d desplazamiento u en la direcadn x sera en general una funcién de x,y, pero
dado qie hemos supuesto que d desplazamiento es uniforme para & elemento de &ea
diferencial, esto es, no \aria en ladirecciony, entonces « debe amplir que

Adx =du = o dx (8)
0Xx

Luego reemplazandoen la ecuadon (6) resulta
_du

£ =— ©)
o 0X
Un andlisis smilar en ladirecciony nos d&
e, = (10
ay

doncke v es e desplazamiento en ladirecaony.

Ademés de las deformaciones longitudinales en un elemento de &rea tenemos también
deformaciones angulares 6 pa corte. La deformadon pa corte es definida cwmo la variacion
angular de un angulo inicialmente recto. Consideremos un angulo redo formado pa la
intersecadn de dos sgmentos de longitud dferencial paralelos alos € es coordenados que se
deforma mmo se muestra en la figura 4. Si llamamos (3; a angulo formado por € segmento
dy conel gey, y s llamamos 3, a &ngulo formado pa e segmento dx con € ge X, entonces
el &ngulo de distorsion pa corte viene dado por lasuma 31 + 2.

Como los desplazamientos $n asumidaos muy pequefios podemos aproximar al dngulo con
su seno. Por |o tanto la deformacion pa corte es:

(u+du)—u+(v+dv)—v (11)
dy dx

Yo =B +B, =senf, +sen P, =
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Ya

u+ du

dy 6,

v+ dv

Figura 4. Distorsién de un éngulo redo.
y notando que alo largo de ladirecc6ny tenemos

u+du=u+a—udy (12
ay

y alolargo de ladireccion x tenemos

v+dv=v+@dx (13
[3)4

por o tanto resulta

ou ov
= 4 (14)
Vs dy ax

En resumen, las reladones deformadon — desplazamiento en dcs dimensiones y en
coordenadas cartesianas son:

e - (15)
0Xx
=2
y ay
_0u  ov
yxy_7+7
dy 0Xx

Como fue dtado anteriormente, formas especiales de estas reladones, como por gemplo
para solidos de revolucion 6su extension atres dimensiones, pueden encontrarse en los libros
tradicionales de teoria de la dasticidad.

1.2 Ecuacionesdeequilibrio.

Existen muchos problemas de ingenieria donde podemos considerar a un cuerpo
tridimensional como s fuese un cuerpo dano e epesor h, y mediante hipdtesis de
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comportamiento apropiadas podemos asumir que las cantidades de importancia varian en este
plano permaneciendo constantes alo largo del espesor.

Asi, pa gemplo, consideremos un cuerpo dano deformable en equilibrio sometido a
fuerzas de superficie t en su contorno y posiblemente también a fuerzas de volumen b en su
interior. Debido a estas fuerzas € cuerpo se deforma @n desplazamientos u, v en las
direcaones x, y respectivamente. En parte de su contorno estos desplazamientos pueden estar
restringidos (Fig. 5).

Ya

Figura 5. Cuerpo dano cargado en equili brio.

Debido a las deformadones en €l interior del cuerpo se generan tensiones, esto es fuerzas
por unidad de areg que deben estar en equilibrio con las fuerzas externas actuantes. Si
tomamos un elemento de &ea diferencial de espesor constante h sobre las caas de este
elemento adUan tensiones o, oy, Ty, COMO Se muestra en lafigura 6.

do
A o,+ 5 Y dy
Y T
| > T +—%d
by T, +<%de
0Xx
d by
y do
Oy o, + axx dx
T.
Y dx
Txy
oy «
>

Figura 6. Tensionesy fuerzas de volumen en unelemento de &eadiferencial.

Las fuerzas de volumen by, by tienen dmensiones de fuerzas por unidad de volumen y
pueden provenir de la aceon de la gravedad, acderacion, uncampo magnético 6 cualquier
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otra acion. Se las considera positiva s adlan en las direcciones positivas de los ges
coordenados. Sobre d elemento dferencial producen las fuerzas diferenciales by dV y by dV
siendodV € diferencia de volumen dV = h dx dy.

Luego € equili brio de fuerzas en ladirecddn x requiere que:

—oxhdy—rxyhdx+gax+aaaxxdx§1dy (16)

9
1, + 29 dythax+ b, haxdy = 0
O ay [

Andogamente tenemos una ecuadon similar en la direcciony. Luego de smplificar estas
eauaciones tenemos:

%+7arxy+bx:0 17
0X ay

OTXy +%+b =0

ox oy 7

Estas 2n las eauaciones diferenciales de eguilibrio que deben cumplirse para cuaquier
purto del cuerpo. Ademas en el contorno done haya fuerzas apli cadas deben equili brarse @n
las tensiones.

A
y

cosqa = dy =n,
ds
dx

seny =— =n
ds "’

Ox
Txy
X
>

Figura 7. Tensionesy fuerzas de superficie en €l contorno.

Las fuerzas de superficie ty, t, tienen dmensiones de fuerzas por unidad de superficie y
provienen de actones ohre d contorno del cuerpo. Se las considera positiva si actdan en las
direcaones positivas de los ges coordenados. Sobre d elemento dferencial producen las
fuerzas diferenciales tyh dsy t,h ds siendods el diferencial de un segmento e linea sobre d
contorno cuya normal es n.

Luego € equilibrio de fuerzas en ladirecdon x requiere que:
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t.hds=o, hdy+7, hdx (18)
dividiendoambaos lados por ds tenemos:
tx =o,n, +Txy ny (19)

donce ny, n, sonlas comporentes sgunlos gesx, y del vector unitario namal.
De manera andloga en ladirecciony tenemos:

ty=0,n,+7, N, (20)

Las eauadones de ayuili brio (17) no son suficientes para determinar el estado de tensiones
de un cuerpo deformable sometido a fuerzas, ya que tenemos dos eauadones diferenciales de
equilibrio para tres variables incognitas oy, oy, y Ty. Luego es necesaria una ecuadon
adicional que es provista por la @wndcion de compatibilidad Esta ewiaddn se expresa en
términas de deformadones como

0%, N azé‘y _ azyxy 1)
dy> ox>  oxoy

El cumplimiento de esta eaacion asegura que los desplazamientos que generaron estas
deformaciones n continucs y univaluadas, esto es, poseen un \alor Unico para cala purto.
Luego es necesario relacionar las deformaciones con las tensiones para poder utili zar esta
eaJacion.

1.3 Relacionestension - defor macion.

Cas todos materiales usados en ingenieria poseen hasta un cierto grado la propiedad de
elagticidad Esto implica que si las fuerzas externas que provocaron la deformadon de un
cuerpo cesan de aduar entonces las deformadones desaparecen y €l cuerpo rembra su
configuracion aiginal. Un caso particular de solidos elésticos ©n los que satisfacen
reladones linedes entre tensiones y deformadones. Si ademés estos lidos poseen las
mismas propiedades en todas | as direcciones, €l material es [lamado isotropico.

Podemos distinguir dos tipos particulares de problemas de estados planacs: estados planos
de tensiones y estados planos de deformadones. En los problemas de estados plancs de
tensiones * despredan todas las tensiones perpendiculares a plano. Para este caso, aplicable
a solidos planos de espesor muy pequefio, las reladones tension-deformadén para un material
eléstico lined isotropico son:

d4-g

,O0= ;W1
1-v (]_ V)
%XYD 0

donckt E es el méduo de dasticidad y v esel méduo de Poison.
Usando ndadon matricial estareladdn se puede expresar como

6=De¢ (23)

0 1 v 0 kO (22
0 E D
0
0 &
wil

Donde o y € son los vectores de tensiones y deformaciones, respectivamente
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o, O Oe, O 24
a0 o (24
6_|:p-y|:| 1 S_Dgylj

[l [l

%XYD %/XYD

y D eslallamada matriz constitutiva que para estados planos de tensiones vale

v 0 (29

1_V2m 1 0 C

g) 0 @-v)C
2 E

En los problemas de estados planos de deformadones se despredan todas las
deformaciones perpendiculares a plano. Para este caso, aplicable, pa gemplo, a presas de
gran longitud, las reladones tension-deformadon para un material eléstico lineal isotropico
son:

D=

o O % v v 0 g O (26)
g u E H
T amemmal Y aw) ZV) '
[
%WD H 0 %/

Noétese que si definimos las constantes E* = E /(1-V%) y v* = v /(1-V) y |as reemplazamos
en las relaciones (25) para estados planos de tensiones $ obtienen las relaciones (26) para
estados planos de deformadon. Esto es importante desde € purto de vista de implementadén
computadonal, ya que un programa disefiado para resolver estados planos de tensiones puede
ser usado sin modificadones para resolver problemas de estados planos de deformadones
simplemente utili zandolas constantes el &sticas apropiadas a cada cao.

Luego es posible invertir las reladones de la ecuacion (25) para obtener las deformaciones
Oy, Oy, Y Ty en funcion delas deformaciones &, &, Y Yy COMO

Oe, O o1 -v 0 fo 0
O 0O 1g 27

e, D—fm_ 1 0 %y%
%/xyD 0 21+v) XYE

Reamplazandoestasreladones en la ewiaddn ce compatibili dad (15) resulta

2 0’ ‘g 0°t,,
Tu v PO, 00 o V)3 (28)
oy ay? 0X x> ay

Luego, para obtener € estado de tensiones de un cuerpo dano sometido a fuerzas externas
de volumen b y de superficie t debemos resolver simultdneamente d sistema de tres
eauaciones diferencidles formado por las eausadones diferenciales de equilibrio (17) y la
eadacion ce compatibilidad en tensiones (28). En generd, la solucion dreda de estas
eauaciones diferenciales olo es posible en un nimero muy reducido ce caos de geometria
bastante simple. Luego es necesario UWili zar témicas dternativas de solucidn para caos més
complicados. Entre las alternativas posibles tenemos las técnicas basadas en principios
variadonales y métodos de residucs ponderados. La importancia de estas técnicas radica no
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solo en € hecho ce poder conseguir la solucion exada en ura forma dternativa, sino qLe
ademas, sirven para obtener soluciones aproximadas, formando € fundamento de una gran
parte de los métodas numéricos adualmente utili zados, como €l método e dementos finitos.

2 TRABAJO Y ENERGIA

Los conceptos de trabgjo y energia son importantes para @ planteo de los llamados
principios energéticos de la mecanica sobre los que se basan la mayoria de los métodas
numeéricos emplealos para obtener soluciones aproximadas de problemas estructurales.

2.1 Trabajo deunafuerza.

Considere una fuerza F aduando sobre una particula, con vector pasicionr, que se traslada
sobre unatrayectoria airva entre dos purto a, b.

Figura 8 Desplazaniento delafuerzaF sobre unatrayedoria arva.
Para un desplazamiento dferencia dr de la particula la fuerza F rediza un trabgo
incremental AW que se define como:

AW =F.dr = Fx dx + Fy dy (29)

Luego € trabgjo total redizado pa lafuerzaF sobrelaparticulaentreay b es:
W:J’bAW:J'er.dr (30)

En uragran cantidad de casos en |la naturaleza las comporentes F, Fy del vedor F pueden
derivarse de unafuncion escalar V, esto es:

F=-9V (31)
[0)4
eV

y

ay
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Y € vedor de fuerzas F pueden expresarse @mo menos e gradiente de la funcidon V, esto
€es

F=-0V (32

LafuncidénV es conccida como la energia paencial asociada d campo e fuerzas F y para
este tipo particular de fuerzas el incremento infinitesimal de trabgjo AW se puede expresar

como uradiferencial exada
AW = —Eﬂ ax+ Y dy%z —dVv (33
ox ay

Luego € trabgjo total redizado pa lafuerzaF es:

w=[aw=[- %dx+dy% [[-av=v,-V, (34

Notese que trabgjo total solo depende de los valores de la funcién pdencial en ay en b,
por lo tanto es independiente de la trayectoria enpleada para unir estos purntos. Las fuerzas
cuyas comporentes se pueden derivar de unafuncién pdencia son llamadas conservativas.

Consideremos ahora una fuerza F de direcadn constante y seau el desplazamiento en la
direcddn ce lafuerza para d punto dona esta glicada la fuerza. S e moéduo de F es una
funcion F(u) creciente con el desplazamiento u, como se muestra en lafigura 9

u
>

du U,

Figura 9. Fuerzade magnitud credente cn los desplazamientos.
Luego €l trabgjo delafuerzaF a recorrer una distancia u, en su drecaon es:
a Uy
W—J’OFdr—J’0 F du (35

Esto es, € trabgjo esigual a area encerradabgjo la arva
Si lardladénentre F y u eslined, como en el caso de una fuerza dastica (figura 10), esto
€S

Fe =ku (36)

Donce k es una mnstante. Luego € trabagjo redlizado pa esta fuerza areoorrer una
distanciau es:

W :J':Fe du :J':(k u)du= k; = (k u)LZJ (37
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- u Fe=ku
| 4>Fe
u
>

Figura 10 Trabgjo de unafuerza déstica
O sea étrabgjo es el area encerrada por €l tridngulo.
W:J’uFedu:(ku)uleeu (39
0 2 2
Notemos que | os trabgj os de fuerzas el &sticas n conservativos.

2.2 Energia de deformacion.

Cuando un cuerpo eléstico es ometido a deformaciones sus fuerzas internas redizan
trabajo, gLe se designa mmo energia de deformacion.

Consideremos € incremento dferencial de trabgjo de las tensiones ox en un elemento
diferencia de volumen dx dy dz, cuando los desplazamientos u se incrementan en ura
cantidad infinitesimal Au

Y A
Oy oy + dax
<« | W —p
dx
Au Au + du)
> —>

x

Figura 11 Trabajo incremental de las tensiones.

El trabgjo redizado pa las fuerzas resultantes de las tensiones oy en cada cara dy dz
durante unincremento dferencial de los desplazamientos u es.

AW = —(o,dydz)Au +((o, +do, )dydz)(Au + Adu) (39)

Despreciandoinfinitésimos de orden superior € incremento de trabgjo es
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AW = (o, dy dz)Adu (40)
Y notando qie en ladireccion x
du :a—udxzsxdx (41)
ox
Luego & incremento diferencial Adu para d elemento de longitud dx vale:
Adu = dEXdX (42)

y por lo tanto el incremento infinitesimal de trabajo es
AW =0, de, dxdydz (43)

Si llamamos Up a la energia de deformacién pa unidad de volumen, un incremento
diferencia dU, de esta energia debe ser igual a incremento del trabajo interno por unidad de
volumen, esto es

dUO :Oxdsx (44)
Luego la energia de deformad 6n especificaUg serd
U, = I;*ox de, (45)

Y finamente la energia de deformadon total sera la integral sobre todo el volumen de la
energia de deformad 6n espedfica Ug

U=[Uoda=[ @'00 de, ﬁm (46)

En genera | as tensiones pueden ser funciones no linedes de las deformadones

OXA

/

&
>

de,

Figura 12. Reladon no lined tension deformaadon.
Para d caso particular de un material lined (esto es, que wmplelaley de Hooke) resulta

U :1J' o, £,dQ (47)
2Jo
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Para las tensiones de @rte d incremento de trabgjo provocado por las fuerzas resultantes
de las tensiones 1., en cada caadx dz'y por las fuerzas resultantes de las tensiones 1y, en cada
carady dz durante incrementos diferenciales de los angulos AB1 y AB; es (figura 13)

AW =[x, + dr,, )Jdxdz(adu)|+|(t,, + dt,, )dy dz(Adv)| (48)
Despreciandoinfinitésimos de orden superior € incremento de trabgjo es
AW = (TXde dz)Adu + (Tyxdy dz)Adv (49)

YA YA
/ Ty + Ay
Ty + dTyy
Adu > dy
>
dx
AP/ gy x 4
X AB, Adv X
> >
Figura 13. Trabajo incremental de lastensiones de crte.
Y natando qe
ou
du=-—dy (50
ay
\Y
av = ov dx
0X

resulta
Adu=d % %jy (51)
y
Adv =d Ba—v de
ox [
Luego & incremento infinitesimal de trabajo es

AW = de%%xdzdy+rwd%§jydzdx (52

Esto es

aw =1 _dPu s Y X dydz (53
YTHIy  ox
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AW =1, dy, dxdydz (54)

Luego un incremento diferencial dUp de la energia de deformaddn pa unidad de volumen
es

du 0= Ty dyxy (55)

por lo tanto la energia de deformadén Ug por unidad de volumen sera

U, :Iyxyrxydyxy (56)

0

Y la energia de deformacion total sera la integral sobre todo € volumen de la energia de
deformacién espedficalUg

U=[Uoda=[ H "1,dy, O (57)
Para d caso particular de un material lined (esto es, que wmplelaley de Hooke) resulta
1
== 58
U ZJ—QTXV Y,, dQ (58)

Finalmente s el material es elastico lineal la energia de deformacion total producida por
todas latensiones es:

U :;J'Q (0,e,+0,¢e,+1, v, )dQ (59

2.3 Ejemplo: Energia de defor macion para vigas.

Consideremos una viga de ge recto y seccion constante A, y adoptamos un sistema de
coordenadas con e ge x coincidiendocon el ge centroidal delavigay conlos gesy, zsiendo
giespricipales deinerciade lasecadn (ver fig. 14):

L X

V4
—>
L
y

Figura 14 Vigade geredoy secddn constante.

Vy

Consideramos a la viga en un estado dano e tensiones, despredando las tensiones
verticdes gy por ser mucho més pequefias que las tensiones gy y Ty,. Luego, asumiendo un
comportamiento lined para d materia, la energia de deformacion celavigaresulta

U =;L (0X8X+Txyyxy)dV (60)
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Considerando desformadones pequefias y el mantenimiento de secciones planas, es pasible
despredar las deformaciones de crte. Luego la energia de deformacion queda:

U :1L0szdv (61)
2

x

Figura 15. Desplazamiento del je delavigade geredo.

Llamando uy, Vo a los desplazamientos de un purio O Bl ge centroidal, entonces los
desplazmientos u, v de un purto p contenido en la misma seccion se pueden expresar Como

u=u,-ysend (62)
v=v,-y(-cosh)

Como pa hipdtesis las deformadones on asumidas muy peguefias, tenemos 6 << 1, esto
implicaque

cosf=1 63)
send = tanO = %
dx
Resultando
—u -y I (64)
=%y dx

V=V,
Para un material isotrépico lined tenemos paraun estado dano de tensiones

ole_Evz(sx+vsy) (65

o, zl_Evz(sy+vsx)=0

Luego de la dltima ewadon resulta
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Ey =-VE, (66)
por lo tanto
o, = EEX (67)

La comporente de deformadon e, se puede expresar en funcion de los desplazamientos
centroidales como

e —du_du _ dv (68)
* dx o dx dx?
Y la energiade deformacion celaviga es

Lo g dV-ZJ’ I%

2 2 UJ
f J' Ed d Vo %dA 2 Qo AV ydA+ELV2° é [, y?dA (70
2 @dx Ja dx dx© Ja dx A E

Notando qie @ areaviene dada por

g dAdx (69

J’A dA= A 71
y siendoel gey centroidal resulta
J’A ydA=0 (72)
Ademés e momento deinercial delasecdon viene dado pa
2 —
J’A y°dA=1 (73

Luego la energiade deformadén paralaviga queda

_1 U, (74)
e o LpeEn o

Donce la primera integral representa la energia de deformadon por esfuerzo axia y la
segundaintegral esla energia de deformacion pa flexion.

Notemos que d esfuerzo nama N y € momento fledor M se obtienen integrando las
tensiones obrelasecdadn

du, 7

NJ’OdAJ’EsdA EAdX (79
M=o ydA=[ Ee vaa=g1 9 Y
_IA xy _IA xy - dX2

Por lo tanto, la energia de deformad én también se puede escribir como
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2 2
U :1ILNdx+1 LMidX (75)
20 EA 2)0 E|

3 PRINCIPIOSVARIACIONALES.

Los principios variadonales tienen un rol muy importante en e método e dementos
finitos ya que permiten generdizar la formuladon para aiaquier problema gobernado pa
eauaciones diferenciales a derivadas parciales.

3.1 Nocionesde clculo variacional.

El cdculo variacional se aplicasobre funcionales. Un funcional puede definirse cmomo una
funcion de funciones, asi como ura funcion f(x,y) depende de las variables x, y, unfuncional
F(u,v) depende de las funciones u, v. pa gemplo:

F(u,v) :J’Qu2 +v? dx dy (76)

donce u=u(xy) y v=Vv(x,y) son funciones de las variables independientes x,y.
En genera e funcional F también puede ser funcidn ce las derivadas de las funciones u,v y
también de x,y. Por gemplo,

F=F(xyuv u,,u,,v,,v,) (77)

es un funcional que depende de las variables independientes x,y y de las variables
dependientes u, v, U, Uy, V.x Y V,y, donde hemos usado la notadon u,.=ouldx, u,y=ouldy, para
las derivadas.

Asi como € diferencia df de lafuncionf(x,y) viene dado pa

df =gfdx+afdy (78)

también es posible definir en forma andloga una variacion infinitesimal del funcional F, que
indicamos como JF, donde d simbdo O tiene @ significado de variacion. Asi, para d
funcional F delaec (24) lavariaddn ce F viene dada por:

oF oF oF oF oF oF

OF =—ou+—~7dv+ ou,,+ oV, t 5u,y+75v
Jdu ov ou ov ou

X y 'y

| y (79
gue e dmilar a concepto de diferencial de una variable, pero aplicado solamente alas
variables dependientes.

Las variaciones du, v, AU, , Au,y, vy OV, SOn arbitrarias pero pueden estar sujetas a
ciertas restricdones. Por ggemplo, en lafigura 16 vemos la variadon du de una derta funcion
u(x) en unintervalo [a, b] donde se han impuesto las restricdones que las variaciones san
nulas en los extremos del interval o, esto es du(a)=0, du(b)=0.

Se puede verificar que las leyes de variadon ce las simas, productos, paencias, etc., son
completamente andlogas a las leyes de la diferenciadon. Por gemplo, st F1 = Fy(u) y Fo =
F,(u) entonces & awmple que:
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Ua
Up
U(X) + AU
ua u (X) .......
..... A
a “b >
Figura 16. Variadon de u(x) sujeta arestriccones en los extremos.
§(F,F,) = F,6F, + F, 0F, (80)
sHFR: E: F, oF, - F, oF,
F, F,’

Ademés, el operador variacional tiene la propiedad:
d(ou) _ SEUE (81
dx 0dx C

esto es, laderivadade lavariacion esigual alavariacion celaderivada.

3.2 Principios variacionales asociados a ecuaciones diferenciales.
Un sistema de eamiadones diferenciales tiene un principio variacional asociado si existe un

funciona tal quela anuladon e su primera variadon genera las ecuadones diferenciaes del
sistema. Por ggemplo, considere d siguiente funcional definido sobre unaregion Q del plano:

(u,v) = J’Q F(X, Y,U,V,U, U, Y, ,V,, ) dxdy 82

Se desea econtrar un par de funciones u, v tales que hagan estadonario a este funcional,
€sto es.

&(u,v) =0 (83

Por é momento se suponda que u, v son arbitrarias obre la frontera ' de Q. luego
aplicandola condcion defuncional estadonario, resulta:

o = PP s+ 5ye OF 5y + OF 5 L OF 5 L OF 5,
adou ™ ov” ou 2 au, o, O

X X

de dy=0 (89
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Considere la integracion pa partes, pa gemplo, del tercer término e esta expresion,
aplicandoéd teorema de Green:

oF 66u
a o u, xay (89)

:J’ 5unxds—J’a oF u dx dy
rou,, Q 90X [pu,,

donde ny eslaproyecdadn celanormal enladirecaonx.
Con un pocedimiento similar en los otros términos es posible diminar todas las
variadones de |as derivadas quedando Uncamente variadones de funcion, resultando

or @u w%ﬁ%%w%% (%9
Eav ax%ﬁ%%aygﬁ%%ﬁdxw

HloF aF O_  OgF oF O_H

+J’ %’X +%nx+a\/,y nyéﬁvgds=0

Como esta expresion debe ser vélida para variaciones arbitrarias du, dv, luego sobre d
dominio Q deben ser nulos los términos entre crchetes, esto es:

oOF 0 [oF [] 9 HoF
ou 0x[pu,, ] 0y rpu

'y

oF 9 HoF Hzo
Viy

0 (87)

o ox

X

Estas eauaciones diferenciales obtenidas de la condcion ce haaer estacionario unfuncional
se [laman ecuaciones de Euler. Ademas bre d contorno I’ deben anularse los términos entre
corchetes de las integrales de mntorno:

oF L OF
au”( n)( au1y ny - (88)
oF oF n =0

av,, * ov,,

Estas condciones de cntorno se llaman condiciones de contorno naturales y deben
cumplirse en todo purno del contorno done las variables u, v pueden variar libremente. Si
sobre dguna parte del contorno las variables u, v tienen valores impuestos estas condciones
de oontorno son llamadas condiciones de contorno esenciales, y las variaciones no deben
alterar estos valores. En general, si |as eauaciones diferenciales (87) tienen derivadas hasta de
orden 2m, siendo m e orden de la maxima derivada en F, entonces las condciones de
contorno gle @rtienen derivadas hasta orden m-1 son llamadas condiciones de contorno



20 Conceptos de Mecanicade los Sdlidos

esenciales y las que mntienen derivadas de orden m hasta 2m-1 son llamadas condiciones de
contorno naturales.

Existen funcionales para problemas de mnducddn e cdor, para dertos tipos de flujos de
fluido y para una gran variedad de problemas de ingenieria. En genera estos funcionales ®
derivan de principios fisicos. En mecaica estructura los funcionales més utili zados on los
obtenidos a partir de la glicacion del principio de minima energia potencial ¢ del principio de
los trabajos virtuales.

3.3 Principio de minima energia potencial.

Considere una fuerza F aduando sobre una particula, con vector pasicionr, que se traslada
sobre unatrayectoria airva entre dos purto a, b.

Figura 17. Desplazamiento de lafuerzaF sobre unatrayectoria arva

Lasegundaley de Newton para una particula establece que

esto es, la fuerza resultante at¢uando sobre la particula debe ser igual a producto de la masa
de la particula por su aceleradon. Donde hemos indicado con purtos alas derivadas respedo
del tiempo

i :‘;E (90)
dt dt?

Para un desplazamiento dferencia dr de la particula la fuerza F rediza un trabgo
incremental AW que se puede expresar como:

AW = F.dr = mi.dr =mE Har = mar F"H (91)
Odt O Odt O
=mdi.r =d(ime.r)=dT
donck d lado derecho es el diferencial delaenergiacinética T.
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Dividiendo las fuerzas que aduan sobre la particula en conservativas y no conservativas
tenemos

AW = AWnc - dV = dT (92)

donck V es la energia patencial de las fuerzas conservativas y AW, €s € incremento de
trabgo de las fuerzas no conservativas. Reagrupandotérminaos tenemos

AW, =d(T +V)=dE (93

donce E = T+V es la denominada energia mecanica y la ewiacion anterior expresa que la
variadon ce energia mecanicade la particula esigual a incremento de trabajo de las fuerzas
No conservativas.

Ahora bien, si sobre la particula solo adtan fuerzas conservativas y ademas £ eicuentra
en equili brio estatico (T = 0), tenemos que

Si consideramos un cuerpo formado por infinitas particulas, donck los desplazamientos de
cada particuladel cuerpo vienen dados por funciones u,v entonces debe aumplirse que

oV =0
(99
esto es, lavariacion ce la energia patencia debe ser nula. Notando que esta esla ondcién
para que la funcién V tenga un extremo (se puede demostrar que si €l equili brio es estable V
debe ser minimo en la @nfiguracion de eguili brio), luego al cumplimento de la expresion
anterior se lo denomina Principio de minima energia pdencial.

Para @ caso de un cuerpo e astico la energia potencial total V se puede descomporer en dos
partes. a) energia potencial U de deformadon elastica, asociada d trabajo de las tensiones
internas y b) energia potencial V. asociada d trabajo de las fuerzas externas conservativas
aplicadas a cuerpo. Luego la energia patencial total es

V =U +Ve (96)

y € aplicandoéd principio de minima energia patencial resulta

8V =3U +8V, =0 97

La energia potencia de deformaddn U viene dada por laintegra
U =[U,dQ (98)

doncke Ug eslafuncién densidad e energia de deformacion que para deformadones pequefias
elésticas £ puede expresar como:

U,=31¢'6=1g" Deg (99)
esto es, como urafuncion ce las deformaciones &, &, Yy

U0:U0(8x78y'yxy) (100)
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Luego su variacion es

3, = ou 05, + ou ° 3, + U % (101
o€, o€, oy,

Lavariacion del potencial de fuerzas externas conservativas V. dependera de la naturaleza de
estas fuerzas. Por gemplo, s las fuerzas externas que aduan sobre un cuerpo, tanto de
superficie como de volumen, son de magnitud constante y no varian de direcadn duante su
aplicadon, es sencill o probar que son conservativasy su paencial vale

Ve:—J'beu+byde—Irtxu+tyvdl' (102

3.4 Principio delostrabajosvirtuales.

Consideremos un cuerpo deformable en equilibrio esté&ico bgo la acdon e fuerzas
externas de superficie y volumen. Debido a estas fuerzas e cuerpo se deforma @n
desplazamientos u,v generdndcse en su interior fuerzas internas que equili bran a las fuerzas
externas.

S superporemos a los desplazamientos en equilibrio un campo e desplazamientos
arbitrarios du, dv compatible mn las condciones de vinculo y de magnitud infinitesimal,
tales desplazamientos on llamadaos desplazamientos virtual es.

Si evaluamos €l incremento de trabajo hecho pa las fuerzas externas durante la glicadéon
de |os desplazamientos virtuales tenemos € trabajo virtual externo (TVE) quevale

TVE :J’beéu +b, ovdQ +J’rtX6u +t, ovdlr (103

Usando las eauadones de equilibrio en e contorno la integral de superficie se puede
escribir como

Irtxéu +t, ovdr :Ir (crX n, +1, ny)6u +(cyy n,+1,, nx)BvdF (104

Aplicandoel teoremade la divergencia ala Ultimaintegral de superficie resulta

[ t.du+t,dvar = IE} o g, ay %y“ aé"%m (109
0o 0 ot
I cyx€'>u+ Y oV + Txy2'>u+ Y v EIQ
Q = 0X oy oy 0X

Notando qe la derivada de una variadon es igual a la variaddén ce la derivada y
agrupandotérminacs en la Ultimaintegral, tenemos

Irtxéu +t,ovdr =IQ %xé%&oyé%%ﬁtwé%+gi%9+ (1096
I%%( dy % % %vdﬂ

Dado qielas tensiones estén en equili brio y usandoladefinicidén de deformadones resulta
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[ t8u+t,dvdr = [ (0,8, +0,8e, +1,,8y,, )dQ + (107)
[,bJou+ (b, )evda
Pasandola Ultimaintegra alaizquierdatenemos
TVE :J’beéu +b, dvdQ +J’rtX6u +t, ovdl (108
= J'Q (0'X5EX +0,0e, + Txyéyxy)dQ =TV

donck laintegral deladerecharepresenta @ incremento de trabgjo redizado pa las fuerzas
internas ante la glicadon del campo \irtual de desplazamientos y se denomina trabajo
virtual interno. Luego a cumplimento de la expresion anterior se lo denomina Principio de
los trabajos virtuales, y debe ser vaido para aalquier campo de desplazamientos compatible
con las condciones de vinculo.

Este principio es muy general y se aglica tanto para fuerzas conservativas como no
conservativas. Si las fuerzas internas n conservativas e trabgjo virtual interno viene dado
por la variacién ce la energia de deformaddn, pues la variacion se puede tomar como un
desplazamiento virtual, esto es

_ _ U, . 0U, . U, _ (109
53U _J'Qauon_J'QE%&X+ Sy 5yxyEm_

y

= J’Q (oxésx +0,0¢e, + txyéyxy)dQ
Comparandoresultan

_au, STV - _0U,

o,= , = , =
o€, Y de, Yooy,

(110

Siendo \didas estas expresiones para asalquier cuerpo eléstico, alin cuando la energia de
deformacion Ug seanolined.

3.5 Ejemplo de Aplicacion: Vigasde ge recto.

Consideremos unaviga de ge recto de secdon constante, empotrada en unextremo y libre
en €l otro, sometida aun cargamento distribuido p arbitrario.

L X
» L\VV\

Figura 18 Vigade geredoy secddn constante.




24 Conceptos de Mecanicade los Sdlidos

Deseanos hallar la ecuadon dferencia y las condciones de @ntorno de este problema.
Para dlo usaremos el principio de minima energia potencial.
La energia de deformacion paralaviga, despredandolas deformadones por corte, es

R v (111
—EJ’O El %édx

SiendovV € desplazamiento del ge centroidal delaviga.
El trabajo de las fuerzas externas, asumidas de méduo y direcdon constante, es

L
Ve:—J; pvdx (112

Luego la energiapatencia total es

14 v e (113
V_EJ; El%gdx J’Opvdx

Por el principio de minima energia potencial debemos tener

oV =0 (114

P Y 2y L _ (115
6V—L Eldxzé%%ﬂ Lpdvdx—o

Notando g lavariadén ce laderivada esla derivada de la variad 6n tenemos

L dAv[d%v L _ (116
6V—I0 EIME%?%X J’Opévdx—o

Integrando por parteslaprimeraintegral resulta

Eléﬁd—% - [ El B‘Lde - [ pavdx =0 (117

dx® [Jdx

esto es

Volviendoaintegrar por partes tenemos

dvam%

+I EI Y vdx- [ povax =0 (118
Agrupandotérminos tenemos

s d*v
W—L%IM p%\/dx+E|dX6 %

Esta epresion dcebe ser vaida para variadones arbitrarias ov que no ateren las
condciones esenciales de contorno, luego debe aumplirse lasiguiente exiaddn dferencidl:

EISY p=0 (120

o (119
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junto conlas sguientes condciones de @ntorno:

2 3
El(;'x‘z’éé%%:o EIZX\BIBV -0 (121ab)
L
2 3
EI&é%%zo Elgx\slév =0 (121cd)
0

Notemos que las variaciones deben respetar las condciones esenciales de mntorno, esto
es, aquellas impuestas bre la funcién 6 su derivada. En € extremo empoatrado (X = 0) €
desplazamiento vy €l giro deben ser nulos, luego

v(0)=0 0O ov,=0 (1223)

vl _ vl _ 122
élg?%_o 0 6%%—0 (12219

Por lo tanto las condciones de mntorno esenciales % satisfacen automaticamente en (x =
0) yaque en ese extremo las variadones deben ser nulas. En el extremo libre (x = L) se deben
cumplir las condciones de antorno (121a,b). Como las variaciones de desplazamiento y giro
son arbitrarias en ese extremo entonces debe aumplirse que
2 3

-0 (1234a,b)
dx? dx®

L L

Notando qie & momento flector M y € esfuerzo de mrte Q en una secdon vienen
definidos como

2
M=-£1 3V (124)
dx
dv
—El =—
Q dx®
Entonces las condciones de mntorno anteriores s pueden expresar Como
M(L)=0 Q(L)=0 (125 a,b)

Luego, la glicacion dal principio de minima energia potencial nos ha permitido oliener la
eauacion dferencial, ec.(120), y sus condciones de contorno, ecs.(121).
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