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La formuladon de dementos finitos puede deducirse para dertos problemas, como pa
giemplo el andlisis de estructuras, como ura extension ce los métodos matriciaes utili zados
para calcular estructuras de vigas y reticulados. Sin embargo, dcha deducdadn encuentra
serias limitadones cuandose quiere extender laformuladdn a problemas no estructurales. Por
ello se mostraran en este gurte dgunacs conceptos basicos de la formulacion variacional del
método ce dementos finitos que pueden aplicarse auna gran variedad de problemas. En
primer lugar describiremos alguncs conceptos bre métodos aproximados de solucidon para
eauaciones diferenciales, en particular veremos el método e Rayleigh-Ritz y el méodo
residucs poncerados. Luego veremos la utilizaddn e estos métodaos con elementos finitos y
se describiralaimplementad dn matricia y los el ementos mas utili zados.

1 METODOS APROXIMADOS DE SOLUCION

Describiremos los mé&odos més usuales empleados para la resolucion aproximada de
eauaciones diferenciales en dos y tres dimensiones, sobre los que basan la mayoria de
implementadones de dementos finitos. En general 1os méodos empleados on de dos tipos,
por un lado estan los métodos basados en principios variacionales, generalmente asociados a
laminimizaddn de dgun funcional, y por otro lado tenemos los méodas del tipo de residucs
pondcerados que se glican dredamente sobre la ewaddn dferencial y sus condciones de
contorno, no pecisando c ningun funcional asociado.

1.1METODO DE RAYLEIGH-RITZ

Con este método es posible obtener soluciones aproximadas de ecuadones diferenciales
mediante principios variacionales. La ideabasica mnsiste en aproximar alas oluciones u, v
gue hacen estadonario unfuncional mediante una suma porderada de funciones

0=aa N(xy), V=3aaN(xy) ey

i i=m+1

I
N

donck & son constantes a determinar [lamadas coordenadas generalizadas. Las funciones
Ni (X, y) son llamadas funciones de prueba y pueden ser elegidas arbitrariamente, pero deben
ser admisibles, esto es, deben sdatisfacer las condciones esenciales de ntorno y las
condciones de cmmpatibilidad. En general, se utilizan pdinomios, aunque pueden uili zarse
funciones trigonamétricas U atro tipo de funciones. Este método fue utili zado pa primeravez
por Lord Rayleigh en 1870 usando uncampo e groximadon con ura unica funcion de
prueba. Posteriormente, en 1909, Ritz generaizé e método construyendo un campo e
aproximadon con varias funciones.
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Consideremos un sistema de eaiadones diferenciales cuya solucion es equivalente ahacer
estadonaria la primera variaddn ce un funcional asociado P que es funcién ce u, vy sus
derivadas primeras

P :QF(x,y,u,v, u,x,u,y,v,x,v,y)dxdy )

Las derivadas de las funciones de goroximadon u son

fa_ &, IN(xy) u_g, NGy 3
w &% T 0 g d% g

y en forma adoga para la groximadon de v. S substituimos las funciones de
aproximadon u, vy sus derivadas en € funcional P este se transformara en una funcion ce
las coordenadas generali zadas a;, cuyos valores por ahora desconacemos, esto es

P=P(a) i=12, ,n (4)

Luego deseamos conacer cuales n los mejores valores de las constantes a;, tal que
reanplazados en las expresiones (1) nos brinden la megor aproximadoén a la solucion
sistema de eaxiadones diferenciales asociado a funciona P. Para dlo aplicamos la ondcion
de estadonaridad a este funcional, que sabemos que debe ser satisfecha por la solucion
exada, resultando

n T|’P
dP = é =/ da1 =0 (5)
iz T
Como esta eaiacion debe ser vélida para variadones arbitrarias da;, luego deben cumplirse
las sguientes n ecuaciones algebraicas:

bl

fla

Si ahora mnsideramos el caso particular, pero muy comun en problemas fisicos, dorde d
funcional P es unafuncion cuadréticade las funciones u, v y sus derivadas primeras, entonces
al substituir las aproximadones dadas por la ec. (1) este funciona serd unafuncion cuadrética

de las coordenadas generalizadas a. Por lo tanto, las derivadas de este funcional serén
funciones linedes en las coordenadas generali zadas a; que se pueden expresar como:

=0 i=12, ,n (6)

E:(l(ilfji_*-l(iza'z-l_ +kinan_ fi):O I :1’2’ N (7)
fia
En formamatricial este sistema de ewaciones £ puede escribir como
G Kt 3l 11,0 ®)
21 kzz k2n Hl azjf, _J[ f21|.,
O y=ioy

g 1!
3 nl kn2 knnmanb T fnb
y en forma areviada usando ndacion matricial
Ka =f ©)

(%‘D) D D
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La solucidn ke este sistema de ewiadones nos da los valores de las constantes g;. Para un
ndmero grande ewadones la solucién a mano e este sistema es pradicamente imposible y
debe ser resuelto pa computadora.

Notemos que las derivadas ssgundas del funcional P respedo de las constantes g valen

P _ K, (10
fa fa,

y dado que P es una funcion continua en las coordenadas generalizadas a, par ser un
palinomio de segundo grado en estas coordenadas, entonces deben ser iguales las derivadas
segundas cruzadas

L LG, b k, =k (11
Tafa;, Ta,Ta

Por lo tanto la matriz K es smétrica Esto tiene implicancias desde d purto de vista
computadonal, ya que para dmacenar esta matriz solo predsamos guardar la mitad de sus
coeficientes.

Una vez conccidas las constantes g reemplazanddas en las expresiones (1) tenemos las
aproximadones buscadas a la solucién dcal problema variacional y equivaentemente d
sistema de eaiadones diferenciales asociado.

1.1.1 Ejemplo deaplicacién del método de Rayleigh-Ritz.

Consideremos una viga de ge recto de secddn constante y longitud L, simplemente
apoyada en sus extremos y sometida aun cargamento dstribuido p de forma senoidal p = po
sen px/L.

Figura 1 Vigade geredoy seccion constante.

El funcional aminimizar es el de la energia potencid tota V, que se @mmpore de la suma
dela energia de deformacion U y € potencial de las fuerzas externas Ve

V =U +V, (12
La energia de deformacion U paralaviga, despreciandolas deformadones por corte, es
2 2
U= OEIE Y2 dx 13
2 gdx &

Siendov € desplazamiento del gje centroidal de laviga, E es el méduo de dasticidad e |
es el momento de inerciade lasecaon transversal.



4 Formulad 6n de Elementos Finitos

El patencial de fuerzas externas es

V, =- @L pvdx (14
Luego la energia potencial total es
14 e L (15
V==-aElg——= dx- g pvdx
2@ gdx2 P QP

Si adoptamos la siguiente groximadon pdinémica Vv paralos desplazamientos verticales

v=a(Lx- x?) (16)

Donde a es un coeficiente a determinar. Notemos que esta groximadon satisface las
condciones esenciales de cntorno, esto es

Ademés, las derivadas de la groximadén v vaen

dv

—=alL - 2x (18
o = a2

2~
AV _ 2q
dx

Substituyendoen la expresion ce la energia potencial total tenemos

16 2 <L pX 6 5
V(a) == El(2a) dx- sen—Za(lLx- x?)dx 19
(8) = QE!(2a) dx- ggPo Lg( )
Calculandolas integrales resulta
3 e
V(a) = 2Ela’L - a?';gpo (20
P g
Minimizandola energia potencial total
3 .
N seraL- BL 9 =0 (21)
da gp @
resultando
az Pl (22)
p’El

Por lo tanto la solucién aproximada vV queda

oL &x 6 ax o'l (23)

V= A a1
P’El $lp 6Lo g

Si comparamos con la solucion exada
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4
V= pr sen™ (24
p°El L
en el punto medio x = L/2 tenemos
()=t Pt * ~0.008063% L (25)
4 p’El El

4
v(s)= Pt =0, 010266
p*El El
Notemos que la solucion aproximada nos da un error del 21 % por debajo paralaflecha en
el punto medio. Esto es, la solucién aproximada es més rigida que la solucién exada dando
deformaciones menores.
Los momentos flectores s relacionan con las derivadas segundas de |os desplazamientos

Mm=-g 4 (26)
dx?

Si ahora comparamos los momentos en € purto medio

M(L)=2 p; =0.0645p, L2 (27)

2
M ()= pg'; =0.1013p, L?

Notemos que en este cao el momento dado por la solucion aproximada nos da un error del
36 % por debajo para ¢ momento fledor en € purto medio. Esto es, € error en el momento
es mayor que d de la goroximadon ke los desplazamientos. Ademas naotemos que la solucion
aproximada nos da un momento constante paratodalaviga

M (x) = El 2a 28)

Mientras la solucidn exada varia sinusoidalmente

2
M (x) = p;L sen% 29)

En este cao hemos aplicado en reaidad el método e Rayleigh, pues hemos utili zado ura
anicafuncion de groximadon. Para glicar Rayleigh-Ritz deberiamos utili zar a menos dos
funciones de gproximadon. Por giemplo, podiamos utili zar ademés de la pardbola aadrética
usada en e giemplo anterior, un pdinomio de asarto grado como

\71:a1(Lx- x2) (30)
7, =a, (x- 2x°L+x°L)
Notemos que ambas aproximadones satisfacen las condciones esenciales de contorno y

son simétricas respecto del purto medio. Se dga wmo egercicio para d ledor la
determinadon cke los coeficientes ay, ap.



6 Formulad 6n de Elementos Finitos

1.2METODOS DE RESIDUOS PONDERADOS

Con estos métodos es posible obtener soluciones aproximadas de eaiaciones diferenciales
gue no tienen un funcional asociado. Consideremos una ecuadén dferencial definida sobre
un daninio Wcomo

Au)- f =0 enW (31

y estando sujeta acondciones naturales de cntorno sobre la parte Gy de su frontera de la
forma

M(u)- g=0 enG (32

siendoA(u), M(u) operadores diferenciales.
Algunacs gjemplos de los operadores diferenciales A(u) son:

33
A(u) =- d a%%&cu (33)
dXe dX g
d? & d’ud
Au=2 By
W= e @ ae s

Au)=- T & o, 1% ug
e‘HX "X g ‘ﬂyg ‘ﬂym
Si reemplazamos la solucién exada u por una solucion aproximada uen la eaacion

diferencial (31) y en sus condciones naturales de cntorno (32), estas no seran satisfechas
exadamente, generando unresiduoRy en el dominio y unresiduoRg en e contorno, esto es

R,(U)=A)- f10 enW (39
Rs()=M(0)-g* 0 engG,
Laideabasicade los métodos de residucs ponderados esimponrer la condcién
QW Ry(u) dw+ QNW R.(u)dG=0 (35

para cualquier par de funciones arbitrarias W, W que sean integrables y no idénticamente
nulas. Se puede demostrar que si esto se aimple entonces la funcién u debe ser la solucion

exadade laecuadon dferencial y de sus condciones de mntorno returales.
1.2.1 Aproximacioén mediante residuos ponderados.
A partir de estaidea & paosible generar soluciones aproximadas de laforma
u= é a N;(x,y) (36)
i=1

donck las funciones de prueba N; (X, y) satisfacen las condciones esenciales de mntornoy las
n constantes a; son coeficientes a determinar imponiendolas n condciones

QW Ry(0) dw+ QNWi R.(0)dG=0 i=12, ,n (37)

donck las funciones W, W son |lamadas funciones de porderacion.
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Dependiendodel tipo de funciones de ponderad6n empleadas tenemos diferentes métodos
de groximadon:
a) Método e Colocacidon pa purtos. en este método se impore que € residuo seanulo
en n purtos (X, yi) del dominio y de la parte del contorno dorde se hayan impuesto
condciones naturales de contorno.

Ry(U,%,y)=0 =12, ,p (38)
Rs(U,%,Y,) =0 i=p+lLp+2 ,n

Esto es equivaente aadopar alas funciones de ponderad dn como las funciones delta
de Dirac d(x-x, y-yi) que se definen como:

Q, f (Y d(x- %, y- ¥,)dW= f(x,Y,) (39

b) Método c Colocacion pa subdaminios. en este método se impore que d residuo sea

nulo en n subregiones W del dominio y G de la parte del contorno dorde se hayan
impuesto condciones naturales de antorno.

Q, Ru(@ =0 i=12, ,p (40)
QRs(@)=0 i=p+Lp+2, ,n

En este cao las funciones de ponderadon valen 1en cadasubdaninioy 0 en € resto.

c) Método ek los cuadrados minimos. en este métodolas constantes a; se determinan de la
condcion e hace minimo unfuncional |

ﬂz0 i=12, ,n (43
fla
siendo€ funciona | definido como
| =, Ru(@) dw+ Q (Ry(@)) dG (42)

En este cao las funciones de ponderad 6n son igual es a sus respectivos residucs.

d) Método ce Galerkin: en este método se aloptan las funciones de porderacioniguaes a
las funciones de prueba resultando

QN Ry(T@) dw+ QN N, R,(0)dG=0 i=12, ,n (43

Noétese que en todas estos métodaos las funciones de prueba N; deben tener derivadas
definidas hasta ¢ méximo arden que aparece @ € residuo, esto es, del mismo arden qle la
eauacion dferencial.

1.2.2 Aplicacion alaeauacion diferencial de Poison.

La ewadon dferencia de Poisson aparece e un gran nimero de glicadones de
ingenieria, incluyendo problemas de transferencia de calor, electrostética, mecénica de los
fluidos y mecénicade los slidos, entre otros. Esta ecuadon viene definida como
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) E:‘ﬂa?( fug, T& ﬂuou (44)
Qﬂixg o ﬂyg ‘ITYm =0

donck ky, k, son llamadas constantes del material y Q es llamado & término fuente. Si Q es
nulo esta eaacion es llamada ecuacion ce Laplace
Las condciones naturales de cntorno son dc tipo
ﬂ—un +k ﬂunyzq (49
* fix "y

Aplicandoel método e residucs ponderados tenemos:

: 46
qwer T g, o ﬂ%i fug udW+QNW2kﬂun sk, My - qrdG=0 “9

‘HXe g W& Tygy g ‘ﬂy U
Si integramos por parteslaintegral del residuoen el dominio resulta
) 4
gk WALy, WL v qljaw “n
ix x iy Ty u

(vv W) —n +k % yﬂde- Q WadG=0

La primera integral es conacida como la forma variaciond de la ecuacién dferencial y
notemos que solo tiene derivadas primeras, a diferencia de la forma origina de residucs
ponderadaos (46) que mntenia derivadas sgundas. También se suele llamar a estaformuladén
como formulacién débil, par los menores requerimientos que deben cumplir las funciones de
aproximadon en cuanto al orden de las derivadas definidas.

Por otro lado, si utilizamos esta formuladdn como base para una groximadon pa €
método e Galerkin, para calafuncion de prueba N; tenemos la siguiente eaiacion:

N, 10, N, 10
TIx Ix T My Ty

Si ahora reemplazamos la groximadén u dada por la ec(36), resulta un sistema de n
eauaciones algebraicas, cuyas incognitas son las coordenadas generali zadas &;:

kpa, +k,a,+ +ka - f =0 =12, ,n (49)
siendolos coeficientes k;; definidos como

. & TN TN, N, TN,
' +k
S0 W Ty gyl

- N, QdW- O N,adG=0 iz12 .n (49)
u

Gy (50)

ademas, los términos f; valen:
fi = Q/Ni Qdw+ Q N;qdG (51)

En formamatricial este sistema de ewaciones £ puede escribir como
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ek ki, Kin G a0 11,0 (52
il kzz kzng[azjll, :J[ fzjll,
e Gy |
& ke kndiap 1.
y en forma areviada usando ndacion matricial
Ka =f (53

La solucion e este sistema de ewadones nos da los valores de las constantes a;.
Observemos, que para @ caso particular de la ecuad én de Poison se aumple

ki =K; (54)

Por lo tanto, la matriz K resulta simétrica Esto no sucede @n todas las eaiadones
diferenciales, sino solo con aquell as que aumplen con la propiedad de ser autoaduntas’”. Esta
propiedad esta relacionada cnlasimetriade laformavariaciona respedo de las funciones de
ponderadony lafuncién solucion. La ewaddn de Poison es autoadjunta.

2FUNCIONESDE FORMA

Describiremos los conceptos de funciones de forma y su continuidad para dementos
finitos. Hasta éhora expresamos alas luciones aproximadas como:

T=4 2 N(xy) (55

donce hemos asumido implicitamente que las funciones de prueba N; estaban definidas por
una expresion simple véliida en todo el dominio W, Esto puede ser posible en € caso de
dominios con geometria sencilla mmo redangulos, circulos, €lipses, pero noen e caso de
geometrias mas complejas.

Unaforma dternativa de definir las funciones de prueba mnsiste en subdvidir e dominio
W en uma serie de subdaminios 6 elementos WP que no se superpongan, y luego las
aproximadones U se @nstruyen por trozos usando cefiniciones smples de las funciones de
prueba sobre estos subdaminios. Si los subdaminios N e forma relativamente smple y la
definicion e las funciones de prueba sobre estos sibdaminios puede ser hedha de manera
repetitiva, es posible groximar dominios complejos de forma bastante directa. Esta eslaidea
basica del método dce dementos finitos € cua puede interpretarse cwmo un método de
aproximadon donet las funciones de prueba se definen en formalocal en cada demento y son
[lamadas funciones de forma, estas funciones de forma se wmbinan para dar lugar a una
aproximadon pa trozos.

Considere, pa ggemplo, un daninio unidimensional, esto es unareda de longtud L, sobre
la aual queremos aproximar una funcion arbitraria u(x) mediante una groximadon lined por
trozos. Para dl o subdvidimos estareda en m elementos de reda vinculados por sus extremos

Nétese que hemos asociado los valores de las coordenadas generali zadas a; alos valores de
la goroximadon en los extremos de los elementos. Estos purtos de cala demento que tienen
asociados valores de las coordenadas generalii zadas on llamados nodas del elemento.
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ua

[ 2
V<

e b 4 € £33 €3
to

Figura 2 Aproximadén de u(x) con elementos linedes.

Si observamos la definicion (55) de las funciones de groximaddn es evidente que en un
nodoi asociado ala amordenada generalizada a; lafuncion de prueba N; debe valer 1y € resto
de las funciones de prueba N; (] ! i ) deben ser nulas en ese purto. Luego, ura vez
identificados los purtos nodales, es muy sencillo definir las funciones de prueba N; ya que
deben valer 1 en el purto nodal asociadoy 0 en €l resto de los purtos nodales.

N1

N3

Ng

Figura 3. Funciones de formaglobales N; linedes por trozos.

También puede observarse que las Unicas funciones de forma globales que son dferentes
de ceo en cada demento son aquell as asociadas con los nodcs de ese demento. Luego, en
cada demento e con nodcs i, la goroximadon plede ser expresada simplemente en funcion
de dos funciones de formalineales del elemento, N%, N y de los valores nodales a;, 3 como
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U®=a Nf+a; N} (56)

NS NS

i ]

Figura 4. Funciones de formalocaes N lineales en cada demento.

La groximadon globa se genera apartir de la cmbinaddn de las funciones de forma

locdes en cada demento.
Por otro lado, olservemos que si tenemos dos valores nodales por elemento podemos

reproduwcir cualquier variacion lined sobre este demento. En particular, si tenemos un valor
constante de la groximadén u sobre @ elemento e esto implica que los valores nodales
deben ser iguales a este valor, esto es:

i°=c=a Nie+aij:c(Nie+Nf):cte (57)
Luego, sobre cala demento se debe verificar

(Ne+N)=1 58

Esto es, lasuma de las funciones de forma de cala demento debe ser igual auno.
La etension ce estos conceptos a dos dimensiones es bastante direda. En este caso, la
subdvisién el dominio se dedua utili zandotriangulos 6 cuadril ateros.

A

Figura 5. Aproximadén en dos dimensiones.
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En este cao los puntos nodales quedan asociados, en general, alos vértices de lamalay
para d caso de goroximadon lined sobre cada tridngulo las funciones de forma del elemento
son plancs.

2.1 Orden de ontinuidad.

Notese que en € gjemplo anterior la funcién de groximadoén U era una funcion continua
pero con dscontinuidad en la derivada primera. Luego estas funciones $ dicen que poseen
contintidad de tipo C°. En general, si una funciény sus m primeras derivadas n continuas,
sedicequelafuncion psee continuidad detipo C™.

Consideremos una funcién f con apenas contintidad C° formada por la unién ce dos
funciones como se muestra en la figura 6. Podemos imaginar que e e limite la derivada
primera tiene una variadon grande en torno del purto de unidén pero se mantiene @rtinua e
integrable. Pero la derivada segunda tiende ainfinito y no poamos asegurar que la derivada
segunda seaintegrable drededor del purto de union.

A f

T

> X
"
X
\ -
1 f
ix?
X
>

\

¥

Figura 6. Diferenciad6n de una funcién con discontinuidad de la derivada primera.

Luego se puede demostrar que si la maxima derivada de una funcién u que garece a las
integrales provenientes de métodos de residucs poncderados 0 principios variacionales es de
orden s entonces una awndcion suficiente para que estas integrales san hien definidas, es que
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lafuncién u posea ®mo minimo cortinuidad de tipo C¥*. Luego, los elementos finitos cuyas
funciones de forma posean este orden minimo de @ntinuidad se denominan compatibles.

Notemos, que tanto para d caso de andlisis de tensiones como para los problemas
gobernados por la ewadon e Poison, las méximas derivadas involucradas en las integrales
son las derivadas primeras. Luego las funciones de prueba N; solo deben pcseer como minimo
continuidad detipo C°.

2.2 Polinomiosde Lagrange en una y dos dimensiones.

Andlizaremos interpoadones de tipo pdindmices hre dementos finitos en um
dimensiény con continuidad C°.

Lineal
o o
0 1
Cuadrética
‘ Cubica
o o o o
0 1 2 3

Figura 7. Interpoladén polinémica en unelemento unidimensional.

En estos elementos la ontinuidad de tipo C° se mnsigue sencill amente ubicando purios
nodales en los extremos del elemento. Ademas con p+1 vaores es posible definir un
palinomio completo de grado p, luego si consideramos un elemento con nods numerados de
0 a p distribuidos ®bre d elemento con coordenadas Xo, X1, X2, ... , Xp-1, Xp €ntonces las
funciones de forma del elemento N seran pdinomios de grado p que deben valer 1 en €
nodoi asociado y cero en todcs |os otros nodas. Luego podiamos derivar una expresion para
tales funciones de forma como

N°=a,+a,x+a,x’+ +ax°’ (59
donck para encontrar las constantes a; imporemos las condciones
NP (%) =1 (60)
N7(x;)=0 jLi

Sin embargo, este proceso es innecesario ya que por inspecaon e siguiente polinomio cumple
con estas propiedades
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o b %) e 1) (e ) 61

L) ) - X)Xk %) (- x)
Este pdinomio sellama pdinomio deinterpolacion ce Lagrange de grado p.

Si los nodes £ encuentran equiespadados entonces es paosible expresar las funciones de
forma en funcidn de una coordenadalocd x del elemento definida como

2(x- x°) (62)
he
Donce X% esla mordenada del centro del elemento, h® es lalongitud del e emento. Luego

la cordenada x esta definida en el elemento en el rango —1£ x £ 1y las funciones de forma
son prainterpolacionlined:

X =

v
>

(63

1+x
2
parainterpoladon cuadréticalas funciones de forma son
x(l - x) (64

N; =

Ng =
Ng = (1+x)- x)
e _ X 1+x)
Ne =27/
2
y parainterpolad6n cubicalas funciones de forma son

Ng =- 0+ 1)x- 3)x- 1) (65)
N? =2 0+ 1)~ 1)x- 1)
N5 =- 22 (c+ 1)+ 1)x - 1)
NS =5 0+ 2)0c+ 3)Mx - 3)

La extensidon a dos dimensiones es bastante direda para dementos finitos redangulares s
disporemos los nodas en ura grill aredangular sobre d elemento.

Y a
s=3 O O O O
s=2 O O @) ®)
s=1 O O @) ®)
s=0 O O O O >X

r=0 r=1 r=2 r=3

Figura 8 Elemento recangular con interpoladén Lagrangiana.
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Luego s rotulamos cada nodo con das indicesr,s (r = 0,1,2 s=0,1,2 para ¢ elemento
cuadratico, entonces podemos escribir las funciones de formapara & nodo(r,s) como:

NE (¢ y) = NP (NS (y) (66)

donck NP, es el polinomio de Lagrange de grado p asociado a nodor en ladireccéonx.

Notemos que d elemento redangular es de glicacion limitada, debido a que no es posible
aproximar un daminio complicado solo con redanguos, sin embargo como veremos mas
adelante es posible extender esta formuladon a dementos de forma aadrilateral que si son
ampliamente utili zados.

2.3 Polinomios de Her mite en una y dos dimensiones.

En alguncs problemas, como pa gemplo € andlisis de la flexién e placa y laminas, se
requieren funciones con continuidad C' para interpolar 10s desplazamientos transversales. En
una dimension las funciones tipo “viga’ que tienen como variables noddles a los
desplazamientos y rotaciones en los extremos del elemento tienen esta propiedad.

mql m o

I L.

1
Figura 9. Variables nodales para demento tipo “viga”.

Luego los desplazamientos transversales & pueden interpolar como:

é 6
W:aniV\/i+Hqiqi ©7
i=1

donce Hyi, Hg son las funciones de forma asociadas a los desplazamientos y rotadones
nodales. Estas funciones son pdinomios cubicos conocidos como pdinomios de Hermitey se
muestran en lafigura 10.

Hg 1

Figura 10 Funciones de forma an continuidad C' para dementos tipo viga.
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Estas funciones de forma se pueden expresar como

N,, =1- 3x* +2x° (68)
N, =3x*- 2x°
Ny = L(x- 2x° +x3)
Ng, = L(— x? +x3)
doncex = x/L.

Uno ce los primeros elementos finitos para placas fue un e emento redangular que poseia
como variables nodales alos desplazamientos y rotaciones en los vértices.

X A X

z X Wy zy\‘l W3 P
O >>
axy 4§ ax;
y ay: (0)7)
o—_>> o—>>
W W,

Figura 11 Variables nodales para demento de placaredangular.

Obsérvese que hemos representado las rotadones mediante vedores y el sentido pasitivo
adoptado para las rotaciones no coincide wn el de los ges. Es importante verificar cuando se
emplea un pograma de dementos finitos de placas € sentido paitivo adoptado para las
rotadones.

Luego, para este demento |os desplazamientos transversales & goroximan como

d (69)
w= Ql NWivvi + quiqxi + quiqyi

Las funciones de forma de este demento se obtienen mediante @ producto de funciones de
tipo viga. Asi, para & nodo 1las funciones de forma son

Ny =H, () H,. (Y) (70)
Ny = qul(x) Hau(Y)
qul = val(X) qul(y)

La desventgjas de estos elementos es que solamente paseen cortintidad C' cuando el
elemento tiene forma rectangular pero s se lo dstorsiona, usando wa formulacion
isoparamétrica, como veremos més adelante, para transformarlo en uncuadrildtero que posee
mayor habili dad pera representar geometrias complejas ® pierde la ntinuidad C* y queda
solo con continuidad C°. Por ello este demento si bien tiene gran predsion es poco ili zado
por las restricciones que leimpore laformaredanguar.
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. M
Nw1: le(X) le(y) qu1: qul(X) le(y)

Figura 12 Funciones de forma on continuidad C* para dementos redangulares.

2.1.4 Convergenciadela aproximacion. Test dela parcela.

Usando elementos finitos obtenemos luciones aproximadas, idedmente si
incrementamos € numero de dementos empleados en un andlisis, la solucion deberia
converger a la solucion exada del problema. Hasta dora solo se ha requerido que de las
funciones de groximadon sean integrables, pero esto no es sfficiente para garantizar la
convergencia. Notemos que los integrandos de las integrales de los métodcs de residucs
poncerados y de las integrales que provienen de principios variadonal es deben ser constantes
en € limite awando el tamafio de los el ementos tiende acero. Esto es, amedida que d tamafio
de los elementos disminuye estos integrandcs deben tender a un valor constante sobre cala
elemento.

Luego una @mndcion necesaria para la cnvergencia de las funciones de groximadén es
gue para un tamafo finito los elementos finitos deben ser cgpaces de reproducir cualquier
valor constante de los integrandcs que pueda ocurrir en el limite del tamafio ce los el ementos
tendiendo a cero. Asi, pa gemplo, para un andisis de tensiones, la cndcion
convergencia implicaque un elemento finito debe ser capaz de reproduwcir cualquier estado e
deformacion constante. Ya que los integrandos, en este caso, son funciones de las derivadas
primeras de los desplazamientos, la condicion de mnvergencia implica que las funciones de
aproximadon deben ser capaces de reproducir cualquier variadon lined de desplazamientos
sobre & elemento.

La mnstruccién de funciones de prueba mn continuidad mayor que C° puede ser bastante
complicada, en particular para dos dimensiones. Esto ha hecho que en alguncs casos €
utili cen elementos con menor continuidad que la minima requerida, a estos elementos % los
denomina incompatibles. La utilizadon de dementos incompatibles requiere que estos
elementos cumplan requisitos adicionales para poder ser utilizados con seguridad. Uno de
estos requisitos adicionales es el lamado test de la parcdal? (patch test), que mnsiste en que
el elemento debe poder reproducir a escda finita aalquier comportamiento basico
infinitesimal para asegurar la mnwvergencia.

En general, este test consiste en testea con la computadora estados basicos a escda finita,
y no sirven solamente para verificar la mnvergencia sino también el correcto funcionamiento
del programa.
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3 IMPLEMENTACION MATRICIAL DEL METODO DE ELEMENTOSFINITOS.

Describiremos los procedimientos matriciales usadas en el método ce dementos finitos
aplicado a problemas de andlisis de tensiones. Estos métodas incluyen e ensamblaje de
elementos, la imposicion e wndciones de @ntorno, la solucidén del sistema de ewadones
para obtener las cantidades nodales y el procesamiento de dementos para obtener cantidades
tales como las tensiones.

3.1 Expresion matricial dela energia potencial total.

Consideremos un cuerpo dano que puede representarse mediante un daminio
bidimensional W discretizado mediante dementos finitos. La energia potencia total V de un
cuerpo el éstico lined viene dada por la suma de la energia potencial de deformadonU y dela
energiapoatencia V. asociada d trabajo de las fuerzas externas.

V=U+V, (71)

La energia potencia de deformaddn U se puede expresar como
U =1Qe Dohdw (72)

donck e es e vector de deformaciones, D eslamatriz constitutivay h es el espesor.

e, i ¢ n o U (73
P g & a
o= €éyy , D= > 9 1 0 U
i i 1- n é (1_
19p g% H
La energia potencia Ve asociada d trabajo de las fuerzas externas es
V, =- Q/bTu hdw- QtTu hdG (74)

donck b es @ vedor de fuerzas de volumen, t es € vedor de fuerzas de superficiey u es
vedor de desplazamientos

b it iui
_Ib ’ t_|t ] u:’[ \/ (75)
g 1 y% |V?g
Luego la energia patencial total se puede expresar como
V=U+V, = 1Q/e Do hdwW- Q/bTu hdw- QtTu hdG (76)

Si usamos una groximadén pa elementos finitos es necesario dvidir e dominio W en
elementos y podemos expresar la energia potencial total como
nel

V=U+V.=g 1 Q/e Dode-QluTbde-Qeutth (77)

e=1

siendone & nimero de elementos, W, la region ccupada por cada demento y G, su contorno
cagado
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Para poder obtener una goroximadon pa elementos finitos debemos aplicar el método e
Rayleigh-Ritz utilizando los campos de desplazamientos u formados por las funciones de
forma de los elementos finitos.

3.2 Aproximacion por elementosfinitos.

El primer paso para obtener una groximadon pa elementos finitos es redizar una
discretizacion del dominio. Esto es, debemos generar una malla de dementos finitos que
cubratodoel dominio.

Ademés debemos numerar los nodcs de la malla, que son aquellos purtos que tienen
asociadas coordenadas generalizadas. Para @ caso particular de andlisis de tensiones las
coordenadas generdizadas n los desplazamientos noddes. Asi para & nodo i sus
desplazamientos nodales ran u; y \i. Consideremos una goroximadon pa elementos finitos
de los desplazamientos u, como

Figura 13 Discretizadon de undominio W.

UNGY),  VEE VN (Y) (79

i=1 i=1

Qo5

u=

donce u;, v; sonlos desplazamientos nodales. Cada funcion ce prueba N; se mmpone de las
funciones de forma asociadas a nodoi de todcs |os elementos que ntienen ese nodo,esto es
nel
N (xy)=a N7(xy) (79)
e=1
donck nel es el niumero de dementos de lamalla
Ademés, |os desplazamientos u°, v° en cada demento se pueden expresar como

nnod nnod
2 . enje

VENS(X, Y) (80)
J

=1

=3 us N7 (x,y), vi= g

j=1

doncke nnodes el nimero de nodas del elemento. Nétese que en este cao € indicej serefiere
alanumeracionlocd del nodoen e elemento. Asi, pa ggemplo, parauntriangulo de 3 nods
los desplazamientos obre d elemento son

e e, e e, e e, e
u-=N;yu +Nyu; +Nju; (81)
Ve =NV + Nyv; + Ny vg

esta ewladOn plede escribirse matricialmente como
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ue:NE‘de (82)

Figura 14 Desplazanientos nodales para d tridngulo de 3 nodcs.
siendoN°® lamatriz de funciones de forma del elemento
7 | | N
_ gNle 0 } N; 0 } N§ 0 H (83)
e | e | ey
é 0 Nl | 0 2 | 0 N3 U

e

y d° es e vedor de desplazamientos nodales del elemento.
o = velus vl v (84)
En forma particionada la matriz de funciones de forma se puede escribir como
Ne=[Ng NS | Ng] (85)

donck las submatrices N;° que estén asociadas a cada nododel elemento son

e 6N 0u (86)
i — € eu
g0 i

El vedor d° de desplazamientos nodales del elemento se puede también expresar en forma
particionada cmo

a0 ®

donck los vedores di° que estan asociados a los desplazamientos de cala nodoi del e emento
son
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e _1U7U (89)

siendou;®, vi® los desplazamientos del nodoi del elemento.

3.3 Matriz gradiente.

Si reemplazamos los campos de desplazamientos aproximados por elementos finitos en las
expresiones de las deformadones, en cada demento tenemos

fu® JWNG e INZ e ING (89)

e = 3

“ox x Ix I
e Ne . Ne . Ne .

&= 1Invy ) ﬂﬂyl wr ﬂ'ﬂyz et ﬂ'ﬂys %
:‘"ue+.ﬂve = Ny u‘3+."Nleve N; ue+ﬂN§ve+ﬂN§ ey INg e
fy fx fy © T fy ° T ° fy fx

y en formamatricia

gxy

L fu SNy, (IND g TN 3:111:1 (90)
i Xy e X X Jul ylgl
e=f W Y=t Mij o T o Mgt
i v i 2 Ty | Ty | Ty Vi
U VT gTNY INY D ING SN NG NG s
] ~ \ | L3
Ty xp &y Ty WY X

y en forma areviada

o =B°d°® (91)

donck B® eslamatriz gradiente del elemento y d° es el vedor de desplazamientos nodales del
elemento. En forma particionada la matriz gradiente se puede escribir como

B*=|B; | BS | BY (92)

donck las submatrices B;® que estén asociadas a calanodo al elemento son

éqN e u 93
SN 04 (93
e _€ i u
I VX
gy Tx4g

Observemos que un caso genera la matriz gradiente del elemento B® estard compuesta de
tantas sibmatrices B;®* como node tenga d elemento.



22 Formulad 6n de Elementos Finitos

3.4 Matriz de rigidezy vector de argas nodales equivalentes.
Si reamplazamos los campos de desplazamientos aproximados por elementos finitos en la
expresion (2.31) de la energia potencial total tenemos

nel
V=U+V,=g $Q,d" B DB*d°hdw- () d* N*'bhdw- QdeTNeTt hdc (99

e=1

Definiendoalamatriz de rigidez del elemento como

°= ), B DB hdw (99

esta matriz es una matriz cuadrada de dimension igual a la caitidad de desplazamientos
nodales del elemento y definiendo ademés al vedor de argas noddes equivalentes del
elemento como

fe=QNeTbhdw+QNeTt hdG (96)

luego la energia potencia total se puede expresar como
V=8 1d K de- de (97)
e=1
Si empleanos la forma particionada (2.46) para las matrices gradiente del elemento B®
entonces lamatriz derigidez del elemento K*® se puede expresar en forma particionada cmo
&K Ki Kgu (998

u
e e e e
K —ngl Kzz Kzsl]

A e e e ]
gKal K% KssH
siendo

s =(,Bf DB hdw (99)

i
la submatriz de rigidez del elemento que reladona los nodas numerados locdmente como i, |

en el elemento.
Si definimos a vedor d de desplazamientos de lamalla con n nodcs, como

1dad (100
d — Jl d2J|,
=i-2y
I--1
td.p
entonces la energia potencial de deformacion se puede expresar como

nel
[o]

U=g :d*K°d*=1d"K d (10D

e=1

siendoK lamatriz derigidez globd formada por las sibmatrices Kj; valen
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nel
— 8 e 1
Ky =a Kj (109
Esto es, s dos nudas estén vinculados por un elemento, entonces dicho elemento debe
contribuir con ura submatriz alamatriz de rigidez global.
Por otro lado, la energia potencial de las fuerzas externas % puede expresar como:

V, =- d'f (103
siendof el vedor de fuerzas externas globa cuyas componentes f; valen
nel
f.=4 f° (104

e=1
Finalmente, la energia potencial total queda
V=1d'Kd-d'f (105
Aplicando Rayleigh-Ritz debemos minimizar esta expresion respecto de las coordenadas
generalizadas, que en este cao son los desplazamientos nodeles d, esto es
mw

ﬂ7d:|(d-f:O (109

Resultandoel siguiente sistema de exiadones

Kd=f (107)

que tiene por incognitas a los desplazamientos nodales de toda la malla. En genera, alguncs
de estos desplazamientos tendran valores prescritos por 10 que no serén incogntas, en este
caso deberiamos eliminar la linea ©rrespondente a este desplazamiento de la matriz de
rigidez global. Obsérvese que d primer paso para resolver este sistema de eaiadones es €
montaje de la matriz K y del vedor f a partir de las contribuciones de los elementos, este
proceso se denomina ensamblaje.

3.5 Ejemplo de ensamblaje.
Considere una mall aformada Uinicamente por dos elementos y cuatro nods

4 3
@ “
@
1& 4

Figura 15 Ensamblaje de dos elementos.
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Notemos que los nodcs 1 y 3 son compartidos por ambos elementos, luego habra gortes
de anbos elementos alas posiciones K 11, K13 y K31 delamatriz global de rigidez.
Luego lamatriz derigidez global ensamblada queda

A @D (2) (2) @ (2) (2)
g(Kll"'Kll) Kz (K +Ki3) K143 (108
(2) (2) 2)
K = é Ko K Kz 0 U
&k @ (2) (2) @ (2) @
g(K31+K31) Kz (K +K3) K34H
A K (2) 0 K (2) K (2)
e 41 43 U

donde hemos indicado los aportes de cada demento pa e indice superior entre paréntesis.
Notando que d unico lado cargado esta sobre d elemento 1, entonces e vector de fuerzas
nodales queda:

J' O]U' (109
et 01
“ LY

'3 T

1o
Para poder resolver e sistema de ecuaciones debemos eiminar previamente los
desplazamientos prescriptos. Esto es debemos eliminar la fila y columna de la matriz
asociadas aun desplazamiento de valor conccido.
Notemos que los nodas deben ser compartidos por todos los elementos adjacentes a ese
nodo.Ademés, no ceben mezclarse dementos con dferentes ndimeros de nodcs por lado. Esto
es, noson permitidas stuadones como las mostradas en lafigura 16.

cuadratico
lineal
) L \

nodos desconedados

Figura 16 Ensamblaje no permitido de dementos.

Sin embargo s esta permitido ensamblar tridngulos con cuadril aeros, siempre que posean
el mismo nimero de nodas por lado.

cuadrético

. AN

Figura 17. Ensamblaje vélido de dementos.

cuadratico
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4 ELEMENTO FINITO TRIANGULAR.

Consideremos un tridngulo de tres nodcs. Los desplazamientos de un purio cualquiera del
elemento se pueden expresar en funcion de |os desplazamientos nodal es como:

e e, e e, e e, e
u-=N;yu +Nyu, + N;ug (110
Ve =NV + NJv; + NS Vg

Los tres nodcs del elemento definen ura variacion lined del campo de desplazamientos
gue puede escribirse cmo

u®=a,+a,x+asy (111)
e —
vi=a,+ax+azy

Estos campos de desplazamientos deben coincidir en los nodcs con las correspondentes
incognitas nodales

e
U =a,+a,x +asy, (112
U, =a, +a,x, +a,y,
U; =&, +a,% +a,Y;
donce x;, y; son las coordenadas del nodo i. Luego tenemos tres eauaciones con tres

incognitas, a;, a,, as. Resolviendo este sistema de ewaciones % obtiene la siguiente
expresion para u

e 1 e e e
T R T W SRS WO ARy ¥ CET
donce
a = XY~ XY B=Y- Y G =X X, i, j,k=123 (114

y A°es el dreade elemento definida como
e 1
A° = E(csb2 - ¢,b,) (119

Comparandola expresion (110) conla(113) se deduce gue las funciones de forma son

NE= T
2A°
Luego las matriz gradiente del nodoi es

(a +bx+cy), i=1.2,3 (116

S u 11
a9 g (117)
ge=8o Ml 1¢& .0
L€ wvU 2a°€ b"ﬁ
[ U b
éﬂNl ﬂNI l:l g:l IH
efy fxH

Conlamatriz gradiente ya podemos calcular lamatriz derigidez del elemento.
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4.1 Coordenadasde area.
Si seune un puro interior P de untridngulo de &ea A conlostres vértices & obtienen tres
subareas Aq, Ay, As. Las coordenadas de aea x; se definen como |os cocientes
x1=ﬁ x2=i x3:i (118
A A A
Como € areatotal A = A + A, + Ag, esto implica que las coordenadas de &ea no son
independientes ya que deben cumplir larestricadn

X, X, +X; =1 (119

Figura 18 Coordenadas de &eaparatridnguos.

Cada mordenada de &eax; varia linedmente sobre € tridngulo, ya que cada dea A es
propaciona aladistancia d lado i. Luego existe una relacion lined entre las coordenadas
catesianas X, y de un puno y las coordenadas de &eaque juntamente @n la mndcion de
restricdén (119) se pueden escribir como

X=X, %+ X,X, + XX, (120
Y =X Y1 XY, ¥ X3Y,
1=Xx,+X, +X,
Tenemos un sistema de tres eauadones con tres incognitas X1, Xz, X3 resolviendo resultan
1
X =
2A
Notese que las coordenadas de &ea minciden con las funciones de formalinedes (116).
La ventgja de usar coordenadas de &ea para definir las funciones de forma reside en la

fadli dad paraintegrar funciones palindmicas en estas coordenadas, ya que es posible utili zar
lasiguiente formula

(@ +bx+cy) (129
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k'ml
X X, XTAA=2A° ¢ 12
0% %2 % (2+k+|+m) (122

doncek, I, m son enteros no regativos.

Laformulad6én de matrices de dementos requiere que las funciones de forma Ni(X1, X2, X3)
sean derivadas respedo de la @ordenadas cartesianas, aplicando la regla de la calena
tenemos

N, _ N, T, TN, S, |, TN, 9, (123
X Ix X X, X Tx; T
N, _ N, T, TN, S, TN, 9
fy Ty B Ty T Ty

Siendo
Tx _ b (124
x 2A°
fIx; - G
Ty 2A°

4.2 Camposdeinterpolacion paratriangulos.

Los elementos triangulares permiten que se usen pdinomios completos para definir las
funciones de forma. Los coeficientes polinomiales que intervienen en un pdinomio completo
vienen dados por € tridnguo de Pascal. Asi, un pdinomio de grado p debe incluir todas los
coeficientes de las primeras (p+1) filas. El nimero n de términos de un pdinomio completo
degradop esn = (pt1)( pt2)/2.

Tridngulo de Grado del Numero de términos
Pascal polinomio n=(p+l) (p+2) /2
1 0 1
X 'y 1 3
XX xy Y 2 6
X Xy xy¥ Y 3 10
Xy X xy Y 4 15

Una forma de generar funciones de forma @nsiste en utili zar un pdinomio completo en
coordenadas de &ea auyas constantes deben ser determinadas. Asi, pa gemplo, para un
palinomio completo de segundogrado las funciones de forma serian

— 2 2
Ni(xlixz) =agta X, ta, X, taz XX, +a, X, +agX; (123

Luego se definen tanto purtos nodales como constantes haya para determinar y se impore
la ndcidn ce que cala funcion de forma valga uno en un nodoy ceo en € resto, lo que
genera suficientes eauaciones para hal ar las constantes.

Laubicadondelos purtos nodeles no plede ser totalmente arbitraria, yaque en general las
funciones de forma deben ser continuas entre dementos. Esto implica que debe ser impuesta
la misma variadon pdindmica sobre los lados de los elementos. Esto es, sabemos que un
poinomio de grado p en ura variable tiene p + 1 coeficientes, luego si sobre @ triangulo se
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define una funcion de forma padindmica @mpleta de grado p entonces debemos tener
exadamente p + 1 nods Dbre calalado.

En la figura 19 tenemos los puntos nodales correspondentes a funciones de forma
polindmicas completas de primer, segundoy tercer grado.

3 3
5
2 6 2
4
1 1

Figura 19 Elemento triangular lineal, cuadrético y cubico.

Las funciones de forma para d tridngulo lined son

N, =X, N, =X, N3 =X, (126
Las funciones de forma para d tridngulo cuadratico son
N, = x,(2x, - 1) N, = x,(2x, - 1) N, = x,(2x, - 1) (127)
N, =4x,X, N; = 4x,X, Ng = 4% X,

Las funciones de forma para @ triangulo clbico son

5 FORMULACION ISOPARAMETRICA

Presentaremos una descripcion ce la formuladdn isoparamétrica, la aid es utili zada para
generar muchos tipos Utiles de dementos. Actuamente, la gran mayoria de los programas
comerciaes de dementos finitos utiliza dementos basados en esta formulacion debido a su
mayor precision. Estaformuladon esta basada en reali zar un cambio de mordenadas debido a
lo cual es necesario replantear las integraes bre los elementos, las cuales % tornan
complicadas de evaluar anditicamente, pa lo que se debe reaurrir a integrarlas
numeéricamente en forma goroximada. Por ello se presentara también ura descripcidn de los
métodaos de integrad6n numéricautili zados.

Los elementos rectangulares n mas eficientes que los elementos triangulares para la
misma cantidad de grados de libertad, sin embargo tienen escasa cgaddad para modelar
geometrias complgjas. La formulacion isoparamétrica permite generar elementos con lados
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curvos 6 no rectangulares lo que tiene obvias ventgjas para  modelado de geometrias de
formas arbitrarias y bordes curvos.

Para formular elementos isoparamétricos deben usarse sistemas de mordenadas naturales.
Consideremos la generdizaddén e un elemento cuadrado ce aiatro nodes a una forma
cuadril ateral arbitraria

A y

h=1 3

4 3

4
X
X
1

1 2

h= 2
x=-1 x=1

Figura 20 Mapeo del elemento cuadril ateral de auatro nodos.

Una forma paosible de definir la geometria del cuadrilétero consiste en emplear funciones
de forma definidas bre el cuadrado para interpolar las coordenadas de los vértices del
cuadril&ero. Empleando unsistema de @ordenadas paramétrico x, h sobre d cuadrado,
donce cala una de estas coordenadas varia eitre =1y 1, y S X, ¥ son las coordenadas
catesianas de cada vértice del cuadrildtero entonces es posible establecer la siguiente
transformacion ce mordenadas

x:éA_ N’ (x,h) x (129
|;1 *
y=a N;(x,h)y,

!
[y

Donde Ni*(x,h) son las funciones de forma Lagrangianas, que epresadas usando las
coordenadas paramétricas x,h valen

N; =1(1- x)@- h) (130
N, =1(@1+x)1- h)
N; =1(1+x)(1+h)
N, =1(1- x)(1+h)

También es posible utili zar funciones cuadraticas para reprodicir bordes curvos

2
x=-1 x=1

Figura 21 Mapeo del elemento de lados cuadréticos de ocho nodas.
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En este cao tenemos dos posibili dades de dementos cuadréticos, de 8 6 te 9 nodcs, seguin
s se wnsidera 6 noe nodocentral. El elemento de 9 noda es llamado Lagrangiano pLes sus
funciones de forma son productos de polinomios de Lagrange

h
Ysh(1-h) v s, Z?K/ /A
M 5

Yox(1-X) 5 Yox(1-x)

N, =¥ax(1-x)h(1-h) Ng =%2x(1-X)(1-h?)

13 _ 4 A

8 9 X
N /" 6

(1_h2) 5 2

Ng = (1-X®)(1-h?)
Figura 22 Elemento Lagrangiano de nueve nodcs.

El elemento de ocho nods = obtiene cmbinando las funciones de forma del elemento de
cuatro noda con funciones de nodas intermedios modificados y es llamado Serendipito.

. WX Ne =%(1-X)(1-h?)
Y2 (1-x) > 2

Ys(1-h) ? : Ya(1- h)

Y (1-x) ° (1-2) 5

N,* =Yax(1-x)h(1-h) Ns = Y5(1-x%)(1-h)
1 o ) W Vé % 74
1 (1x) °
Ng =%2(1-x)(1-h?) Nz = Ni“-% Np-% N

Figura 23 Elemento Serendipito de ocho nodgs.
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En tres dimensiones también es paosible generar elementos en coordenadas curvili neas. Uno
de los elementos més usados es e hexaedro trilined 6 elemento tipo ladrill o que posee ocho
nodacs y unavariacion lined deloslados.

X2

Figura 24 Mapeo del elemento hexaédrico de ocho nodas

Notese que en todcs los casos la variadon e la geometria de calalado solo depende de la
posicion e los nodoss ubicados ®bre ese lado. Esto permite aegurar que no habra
discontinuidad de la geometria entre dementos adyacentes.

5.1VARIACION DE FUNCIONESEN LOSELEMENTOS CURVILINEOS

Con la geometria del elemento definida mediante funciones de forma Ni* debemos
considerar como especificar la variadén e una funcion u sobre @ elemento dstorsionado.
Una forma conwveniente de definir esta variadon es mediante & uso de funciones de forma
también definidas en coordenadas paramétricas, de la manera usua

u=g N.(x,hu, (131)
i=1

Donde nen es el nimero de nodcs del elemento donak se han espedficado valores nodales

u;. Estos valores nodales pueden estar asociados 6 no a los mismos nodcs empleados para

espedficar lageometria. Si se usan los mismos purtos para definir la geometriay la variacion

delafunciénu e eemento tenemos las mismas funciones de forma

N =N (132

en este caso € elemento es llamado isoparamétrico.

Si seintroducen més nodcs para definir la variacion ce u que la geometria d elemento es
llamado subpaamétrico, y si por € contrario se utilizan mas nodcs para definir la geometria
guelafunciénu e elemento es llamado superparamétrico.

5.1.1 Evaluacién de matrices ddel elemento.

Para cdcular |os coeficientes de las matrices de demento debemos evaluar integrales bre
el dominio del elemento, pa gemplo, la matriz de rigidez de demento para un problema de
estados planos es

°= ), B DB®hdxdy (133

donck B® es lamatriz gradiente del elemento
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nen

B°=[B; BB B, (134

y Bi® es la submatriz gradiente del nodoi formada por derivadas de las funciones de forma
respedo de las coordenadas cartesianas

eaN. u
SIN, 0 (139

g fIx U

Be =€ fiN; g

ey

N, qN, U

& U

afy Txg

Aplicandolaregla de diferenciad 6n tenemos
TN _ AN fix , IN; Ty (136
Ix W 9x Ty Tx
N _IN T, TN, Ty
Th  Ix 1h Ty 1h

6 en formamatricida

PIN G efix - fiydi NG 1IN @ (137)
I T[X.Iy:gﬂx ﬂxt,ﬂ' ﬂx|y:J| ﬂX1'
i N 2 éﬂl ﬂﬂl MI

| N
f9hp &th Thg yp 1T Typ
donce J eslamatriz Jacobianade latransformad én cuyos coeficientes n
X _ "6%qN.* X _ "QFqN*
08 e =3 o e
siendonnge € nimero de nodas emplealos para definir la geometria.
Luego, esposible hall ar larelacioninversa

INa 1IN G (139
MY
t Iy b t1hp
Donce J* eslainversade la matriz Jacobiana
ély fyu (140
1€qn  qxU
Ji==e a
Ja T Ixy
g 1h Tx g

siendoJ = J(x,h) el determinante de la matriz Jacbiana, usuamente llamado e Jacobiano
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3=y fix fy (141)
ix Th 9h Nx
El Jacobiano también permite expresar el diferencial de &ea en coordenadas paramétricas
dxdy =Jdxdh (142
Luego, la submatriz gradiente del nodoi se puede expresar como
€Gx 0 u
Es‘?—le‘?—léo)g Gy, U N
Ty T e Y.u
Gy, Gx
donde Gx;, Gy; son pdinomios en x,h que valen
ox = N Ty N, Ty (144
ix 9h Th x
_ NG ix N fix

Y Th x x Th
Luego definiendoalamatriz G del elemento como

Ge=|GsiGsiGs! IG: (145

nen

podemos escribir alamatriz de rigidez como

eT e
e:‘l(‘llG DG°h 4 i (146)

Debe observarse que €l integrando es un cociente de painomios en x,h y la integracion
analitica de estas integrales se torna bastante complicada, pa 1o que en genera se utiliza
integradon numérica

5.2INTEGRACION NUMERICA

Existen varias féormulas para obtener el valor de una integral definida en forma
aproximada. Lamayoria de las expresiones on ddl tipo

I:élf(x)dx:iaci_lV\/if(xi) (147

Esto es, se transforma d célculo de la integral en ura suma porderada por pesos w; de
evaluadones del integrandoen n purtos Xx;.

Dado que los integrandos que debemos evaluar son en genera complicados es
conveniente utilizar un método que utilice ¢ menor nimero de evaluaciones posibles. En
particular, es ampliamente utili zado la auadratura de GaussLegendre que requiere un minimo
de evaluaciones del integrando.

5.2.1 Cuadratura de GaussL egendre.

En este método la posicion ce los purtos X, esta especificada y tenemos diferentes pesos
segun la cantidad de puntos utili zadas. Si se utilizan n purtos de integrad6n se puede integrar
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exadamente un pdinomio de grado (2n-1). En latabla 3.1 se muestran las coordenadas de los
purtos y sus respedivos pesos para diferentes nimero de purtos, para e/aluar una integral del

tipo celaec(147).

n X Wi

1 0 2

2 0.577350269 1

3 0.774596669 0.555555555
0.000000000 0.888888888

4 0.861136312 0.347854845
0.339981044 0.652145154

5 0.906179846 0.236926885
0.538469310 0.478628671
0.000000000 0.568888889

Tabla 3.1. Coordenadas y pesos para aiadratura de Gauss-Legendre

En dos dimensiones aplicamos laformula para cala dimension, esto es

\l \l \1 é 3 u
1 =0 f(x.h)dxdh = Ololxg(i%}1 w f(x,hi)h]: (148
:é. é. ww; f(x,,h;)
i=1 j=1

En forma andloga se puede extender laformula atres dimensiones.

1 h 1 h h
X=- X= A
PR t
O | O O
—p X » X O —» X
O O O O |
h=-1
1x1 2X2 3x3

Figura 25 Posicién de puntos de Gausspara aladril atero.

Los purtos de Gausstienen, en general, la propiedad de ser puntos 6ptimos para € cdculo
de tensiones. ESto es, las tensiones en estos purtos suelen ser mas predsas y més cercanas a
los val ores exados.

5.2.2 Integracion completa y reducida.

Una auestionimportante es determinar e minimo nimero de purntos de integradon paralas
integrales de dementos finitos. Estas integrales s pueden expresar como

| ZQﬁfd\Ne (149

donde W es @ volumen de cala demento.
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Se deseaobtener e minimo nimero de purtos de manera de asegurar la wnvergencia, esto
es, que auando €l tamafio del elemento tienda a cero se obtenga la solucién exada. Sabemos
gue awando el tamafio ddl elemento tiende acero €l integrandof tiende aser constante, ya que
depende de derivadas que en € limite tienden a ser constantes.

Luego debe anplease un regla de integradon que sea capaz de integrar exadamente d
volumen del elemento, esto es

W = @), dW = ) § J dxdh (150

Notese que haciendo el cambio de mordenadas aparece ¢ Jambiano en € integrando, esto
implica que se debe utilizar un nimero minimo de puntos de integracion ce manera de
integrar exadamente d Jambiano en las coordenadas paramétricas. A esta aadratura se la
denominaintegrad dn compl eta.

Se puede demostrar que para aumplir esta ondcidén para un elemento cuadril ateral 6 para
un hexaedro trilined se deben utili zar al menos dos purtos de integradon en cada direccién,
luego e numero total de purtos de integraddn es de cuatro purtos para d elemento
cuadril atero y de ocho purios para @ hexaalro lined.

Debemos natar que @ costo computacional para integrar numéricamente las matrices de
elemento es directamente proparcional al nimero total de purtos de integradon, pa lo tanto,
podia pensarse que usando un nénero menor de purtos que los minimos requeridos, alo cua
se lo denomina integracion reducida, igual se obtendria una buena groximadon a mucho
menor costo. De hecho para d elemento cuadrilateral y el hexaedro la integradn reducida
solo requiere un purio de integracion, con los que los costos de integradon se reducen a la
cuarta parte en cuadril éteros y ala octava parte en hexaedros.

Sin embargo este tipo e integracion presenta inestabili dades de mall a, esto es, la solucion
aparece @ntaminada por una funcién cscil atoria que oculta totalmente la solucion correcta.
Esto es debido a la presencia de singularidades en la matriz de rigidez. Por lo tanto, noes
recomendable & uso de dementos con integraddn reducida. Alguncs programas comerciales
dan la opcién ce usar elementos con integracion reducida estabilizada, esto es, usan
integrad 6n reducida pero mediante dgunatémica diminan las inestabili dades.
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